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МАТЕМАТИКА
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ФРОБЕНИУСА НА ДВОЙНЫЕ 
СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 8 X1947)

Пусть дан двойной ряд
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Теорема. Если 
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то двойной степенный ряд 
ОО ос

> = о j = о
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абсолютно сходится при л|<1, 'т|<1 и lim f(x,y) — l.
U. V). ->1 

A

Символ (х, А"*1 обозначает такое стремление х и у к единице, 

при котором К
Доказательство. Из тождества smn = (/« + l)(«+/1)^™« —

и Условия (la) сле
дует что lim-___ —=0. Из этого и условий (1Ь) и (1с) тео- 

т ->оо (Л“Ь0
ремы следует существование такого Df что 

\8тп\<О(т+Щп+^ (3)
для всех т и л. Из

атп = 8тп — sm, п— 1 «т —1, n4“^m — 1, п— 1 (4)
и (3) следует 1Дт„(<4О(/л-]-1)(л + 1). (5)
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дЭойЛпя$°*ПОЛуЧИТЬ абсолютнУю сходимость (2).
ОО оо

(6)

абсолютно сходится. Действительно,

^тп

™ п

т О , . О
1

Отсюда = D'(/«+2)(«+2).
(6а)

со со

ЖД 00
= V 0+ 0(7+2)

3=0 (1 — х)а (1 _ уу
Из (4) и абсолютное сходимости (2) следует ,го

00 со
f(x,y) = V V 

1ак как (7)

smn- (т^ 1) („+1) Спш __ (т+,} _
— т («+1) ат _ ь

Т0’ ИС™ЛЬо7Я (8) И абсолю™ую СХОДИМОСТЬ (6), получим, что

Хт СО co
4^ SVX -У7—(J — х) (1 -- J)) V I 1W- I n

!’=0 J=o 1 J’

Сопоставив (7) и (9), получим г = °^°

(8)

(9)

г / \ 00 СО
/(х,у)-/=(1_х)2(| «у ХД;лім;п nr

У) ,^q^' 1 (10-

= то для любого £ можно опраделить такое
что для всех I, N

Из (10) получим: 'J (И)

I / (-С У — 11 < (1 — х)2(1—v)2 । у ' ’ V
м

Ь = 0 j^o
(і ; 1) (у_f_ 1) (ст_ — xi

I / < Ч : TV - I 00
+(1-4Ч(-^ V 2(‘+-Ю+1)(«и-0ху

; I ' = 0 j^N J
* Для упрощения записи вместо |х| и И пишем х и 
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+ (l-X)2(l-J/)2
3=0

+ (1-^(1 -J/)2
ОО

3 = 3V
(12)

Легко видеть, что первое слагаемое при х и у, достаточно близ
ких к единице, может быть сделано менее s/4. Учитывая (6а), имеем

(1-*)а(1-у)2 V
3 = N

+И(! — л)2(1 — v 0+l)(z+i),y^<
3= N

со

<(1-Л-)2(1 —V)2 v D(/+!)(;+ 1)(г+2)(/+2)х>ў+ 
j = N

-Н/Ю --v)2(i -уУ V О’+1)(/+1)^У<
3 = N

co

<^'(гЧ-1)0'+2)л;(1 -л)2(1— уу V (;+1)(j+2)jP'+
3 = 0

+К(і -хНі-уНЖМ'' 2 o+ox
3 = 0

Так как
00 ОО

2 (/+ou+2)y=^; 2 о+і)у=(Т^
з=І v -'I J^o (1— y)~

2 (■/+1)(>+2)у+
3 = 0

(14) 
менеет. е. при (л, у)^ достаточно близком к 1 второе слагаемое (12) 

£°*еРшенно аналогично можно показать, что и третье слагаемое 
пСДеЛаТЬ менее е/4- Рассмотрим четвертое слагаемое (12).

принимая во внимание (11), имеем: v

(! — Л‘?(1 —У)2

j — N i — N аУ
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(і-л)2(і-У2 2 2 O'+W+n-vy
i = 0 j = 0

Следовательно, \f(x, у) — 11< e, где s произвольно мало ч. т. д.
Примером * двойного ряда, удовлетворяющего условиям теоремы, 

может быть следующий: soj==74“^ sij ——j, s2j =0, = 1 (z нечет
ное >3); =0 (для всех остальных индексов).

На том же примере нетрудно убедиться, что при независимом 
•стремлении х и у к единице теорема не имеет места. Действительно 
коэффициенты рассматриваемого двойного ряда будут: а . — 1’ 
^ю= ац 2 (7^1), а2о~О, a2j — l (7>1), 0^=1 (z^>3), 
•Д, <ч-і= нечетное Д-З), а. ;_]==—1 (/ четное ^4), «,, =0 
(остальные значения z, j). Очевидно, что

f(*> у)=(1 -±-у_уу_у . .)_(х-^2хуУ2ху^. . .)+
• -)+{^3У(1 —х)(1 __Л)(і _..} = 
—О - X) (1 - Xj) . ху (1 - х) (1 — у)

І-У :
Предел второго слаіаемого равен нулю при любом стремлении 

х и у к 1. Предел же первого слагаемого при соответствующем 
стремлении х и у к 1 может быть равным любому С>0. Действи
тельно, пусть х=1 —уС х, j/=l —а2. Тогда lim ~

л -> 1 1 —у
_ I С а (Т а—р«2—И С а2) /
— а Д1»---------- ------------------—С (если взять j=l — а3, то С=оо).

Итак lim f(x, у)=С, где 0<С<ос. .X 1

Ограничения, налагаемые на smn условиями теоремы, существенны. 
Действительно, рассмотрим двойной ряд а^—27+1, а^——4j— 2, 

ац=1 0>3), a.i + t — —\ (і нечетное >3), ati_x=— 1 
(z четное >3), а/;=0 (для остальных i, j). Соответствующая ему 
двойная последовательность частных сумм sOj—(7+1)2, st~—(>+1)2, 
^z=0 (z четное), sn=l (z нечетное >1), $$=0 (остальные i, j). Так 
как 5oj= (7'\ И)2, то условия теоремы не выполнены.

Покажем, что теорема не имеет места. Действительно:
У)^+Зу+5уУ-...)-2x(l+3j/+5y+...) + 

+хД14-3^+5У+...)+ {А3У(1 -А)(1 • . V)
+х^ (1 -Х)(1 -уу...} = f^¥(l +

Д — у 2 1 — х^у-
Так как предел второго члена равен нулю, то очевидно, что ни 

при каком X lim fix, у) не существует.
(х, у)^ 1
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