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МАТЕМАТИКА

И. Е. ОГИЕВЕЦКИЙ

О КРИТЕРИЯХ СХОДИМОСТИ ОДНОГО КЛАССА двойных 
РЯДОВ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 8 X 1947)

В этой заметке устанавливаются условия сходимости выпукло-во
гнутых двойных последовательностей и даются их приложения.

Определение. Двойная последовательность Vх) называется 
выпукло-вогнутой на множестве М, если

WV0 (О
для любого х а М, где

Vo = 3 - \ і+1 + а/+1, з+Г

Теорема 1. Для того чтобы при помощи двойной последова- 
СО 00

тельности аМх) двойной ряд 7 (х) с равномерно огарничен-
1=1 }=1 

ОС ОС 
’ о V1 X1 /л \

ними частными суммами преобразовался в ряд £ uiAxh
і — 1 j — 1

сходящийся на. данном множестве, необходимо и достаточно, 
чтобы

Z І w < к (3)
3=13=1

lim AfaJn (х) — 0, (4)
П “4* ОО

lim А;аш/х) = О, (5)

lim am„ (х) = 0. (6)
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Как известно (2):
р

і- т

?+1’
(8)
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где

Из (/) и (8) на основании (4 и (5) следует:
СО

(9) 

(Ю)

(И)

(х) = Длл (*).
Іогда преобразование Hardy (3)

(12)j

р-1 ?~1 p~i
(х) щ, (х) = 2 (х) + V (л) +

9-1 '=1

“^pwVwW + s^u), .

на основании (12) н (И), запишется

9-1 ОС

Д + 8РЧарЛХ), (В)
откуда н следует сходимость |

«■). стр. 16) об усломях С1одимоетн рядав 2|

частные суммы сходящихся рядов У V „ пя 
ии равномерно ограничены,

ПохтКТёоТХтамо^ иеобходииыз.и:
имело места, тогда суще£вОмл^ Если 6ы эт0 Условие не 
для которой овала бы последовательность чисел т^,

HmawW = /¥=o.
Построим ряд, в котором общий член имеет

U>i " к Ч , если i= j =

0 для всех остальных /

вид

II

Частные суммы этого ряда ограничены, но ряд

Расходится, так как предел обще 
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го члена этого ряда отличен от нуля.



ос ос

Теорема 2. Для сходимости ряда 2 2ау(л)йу(4 г&е 
і = 1 2 = 1

aij(x)~ выпукло-вогнутая двойная последовательность и частные
ос ОС

суммы и^ (х) равномерно ограничены на данном множестве М,
' = 1 з=1

достаточно, чтобы а-ц(х) была вполне сходящейся последователь
ностью, предел которой равен нулю, причем

Ита.(х) = Д (15)

lim ain(x) = B (16)

для всех х с: М.
В самом деле, на основании (1)

р ч
—« I (х) I = ап(Л) — ^+1,1 (Л)~ ai, ?+i + ар+іг ?+1 (*)•

1=1 3=1

Следовательно, имеет место первое условие предыдущей теоремы, 
а так как щ^х) вполне сходящаяся последовательность, то имеют ме
сто также другие условия предыдущей теоремы.

Нетрудно также доказать следующее предложение.
ОС ОС

Теорема 3. Для равномерной сходимости ряда “i/x) «z.(x)
2=1 3=1

на замкнутом множестве М, где «^(х)—выпукло-вогнутая двой
ная последовательность непрерывных функций на этом множестве

00 00

и частные суммы Л равномерно ограничены на М, до-
2=1 3=1

статочно, чтобы была последовательностью, вполне равно
мерно сходящейся к нулю, причем

1ІШ а -(х) = A, lim агл (х) = В т —- л оо
(17)

равномерно на множестве /И.
Установим предложения об условиях сходимости обобщенных нор

мальных рядов С. Н. Бернштейна (^.
Определение. Ряд

ОС со

л=1 9=1
(18)

называется обобщенным нормальным рядом, если он сходится абсо
лютно и равномерно для О <С х <С 1 •

Теорема 4. Ряд (18) — обобщенный нормальный, если ряд
се со л / х
V1 X1 ^РЧ (г)
__і Л Р(ь-1)п w(*-n имеет равномерно ограниченные частные

p=l 9=1 х О — X)

суммы, причем
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В самом деле, обозначим <хР9 = х*р(1 — x)kq; тогда

2 2 2
р—1 7=1 V1 л.

и ^(х) удовлетворяет условиям теоремы 3 на сегменте [0,1].
Теорема 5. Ряд (18) — обобщенный нормальный, если ряд 

2 I ^pqapq(х) I сходится равномерно и если a.pq(x)удовлетворяет 
условиям (4), (5) и (6), где

---------------------- . П9)
+ В • • • (р+п) (?Ц-1) ... (д-уп) xn+1 (1— Х)п+1

В самом деле,

2 (Р + ^(Р + 2) • • • (Р + п) л4 =------ ’------ п\,

2 + 1)(? + 2). . . (^ + n)yi =------ 1------
9=0 (] -у)"+1

откуда
(i—x) +1(1—j,)^^ £ (? + 1).. + n)

P~0 Q ^)

Полагая в (20) у = 1 — х, находим:

2 2 (p+ 1»---(P +«) (q+ 1) .. .\q + II) ^"^(I — X)^ n+] =

1, 0<л<1,
I 0, x — 0 и x = 1,

а любой ряд (18) можно записать

2 2-.(p4-«)(^H-1)...(^4-w)-x)g+n+\

Следствие. Ряд (18) —обобщенный нормальный, если а (х) 
определяемое при помощи соотношения (19),-двойная выпукло-вогну- 
1ЭЯ последовательность, удовлетворяющая условиям теоремы 3.
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