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G*’» В настоящей статье доказывается, что нормальные подсистемы 
’ конечной симметрической ассоциативной системы совпадают с нор

мальными делителями симметрической группы той же степени. Ис
следования, показывающие важность понятия нормальной подсистемы, 
даны в статье Е. С. Ляпина (’)•

Определения и обозначения.
1. Подстановку п символов, имеющую в нижней строке не все 

переставляемые символы, назовем несобственной.
2. Число символов, не вошедших в нижнюю строку подстановки, 

назовем ее дефектом.
3. Множество всех подстановок п символов (включая несобствен

ные) назовем симметрической ассоциативной системой степени п и 
обозначим через Сп.

4. Нормальной подсистемой % ассоциативной системы 65 назовем 
подсистему ЭД, для которой при любых А, В и N

А ^®&В € € % -» (AN В € ЭД - АВ € ЭД).

Этот факт мы обозначим через %((®.
5. и означают в дальнейшем симметрическую и знакопере

менную группы степени п. Символом Е обозначается тождественная 
подстановка.

Теорема. С„ имеет нетривиальными нормальными подсисте
мами при п^5 только и ЭД„.

Доказательство будет состоять из ряда лемм, имеющих отчасти 
и самостоятельное значение (очевидные леммы приведены без дока
зательств).

Лемма 1. Дефект произведения двух подстановок не меньше 
дефекта каждого из сомножителей.

Лемма 2. Если дефект подстановки Р равен k, а подстановки 
S нулю, то подстановки PS и SP имеют дефект k.

Лемма 3. ©„(( С„& ЭД„(( С„.
Доказательство.

АВе®п^А(г&п&В^@п,

AS В € Qn А е &п & в е &п & 5 Е ©„,
поэтому

(АВ £ » AS В С ©„)*—> @П((СП.
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Вторая часть £> С C„ содержит дважды транзи-
Лемма 4. Ес^ од" подстановку Н ненулевого

пивную подгР%^^ Все подстановки дефекта п - 1. 
дефекта, то содержит общности (так как нумерация
иер^та^ляеХ символов зависит от нас), можно считать 

( a х ... a P

где 8 > 1.
Пусть DG®. Можно положить

. . х , . . . 
. . 1 . . . 2, .D -

Тогда

a

2 ... 8 8 + 1 . • • » 
a . . . a a . . . v

ее строке символ а встречается 

символов конечно, то, повторяя
При этом HDHt§ и в нижней 

большее число раз, чем в Н.
Так как число переставляемых пппстаНовке 

процесс нужное число раз, мы придем к подстановке

Н' =
1 2 3 ...»(
XX X ... X J

в най найдется подстановка, переводя- 
~ м н'

"“TeTL’^^ додержит все подетанотж бефен-

та п 1, то ^ — С„. —подстановки
Доказательство Пусіь ^’г "АОВ^О^^. Значит, все 

та п^1. Тогда, при любых =&.
АВ (г Ж и, в частности все А известно, возможно лишь

Если 9К(С„, ™ 2) 3) 9tn©„=f.
в трех случаях (п >4). 1) х П " " ТраНзитивны, то, в силу лемм
4 и ГслуТаиТ н 2 мёют «его только пр» Я=®. (™ предпола- 

га«Ж з. пусть

видно, 9 (S.) есть ГР>™Я ^„„орфизмом. Не нарушая общности, 
(?от°*рф»зм можно считать тождественным, ЗАкласс, содер- 

жащий данное So ё назовем ^5о-классом. Очевидно,

дефек-

=?(S)=S.
Лемма 6. 91s= Тс5 при любом S С С другой стороны,
Доказательство. ' Очевидно, / ё о = 9

поэтому?^ )-<р(Л)?(5 )

-+NS~^^NVSlS. qjefwS=0
ХТ Р более ‘^й^по^

дутея хотя бы ди различные „одетановки S, и S, нулевого 
фекта такие, что PS^—PS^.
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Доказательство. Пусть (с точностью до обозначений)

/1 2..А । ц>2).
\аг ах . . . ор а2 • • • ^n—kj

Возьмем
/04 а2 . . . ал-й Yi • • • Тл\ = /а1 а- • • • а« * Y1 • • • Y* \

. . . Рп-Л 02 . . . О J ’ ' V1 ₽2 • • • ₽« -* 0* ... 01 /

Легко проверить, что Р51=Р52-
Следствие 1. 91 содержит подстановки только нулевого и еди

ничного дефектов. Если бы дефект N € Зс был больше единицы, то 
нашлись бы и 52 такие, что ^51 = NS2, но и N52 € ^2,
а «5^9152=0.

Следствие 2. По лемме 2, все 9^-классы содержат подстановки 
дефекта не выше единицы.

Лемма 8. Множество элементов, входящих в Ж8-классы, есть 
ассоциативная система {подсистема С„).

Доказательство следует нз того, что обусловленное множество 
является полным гомоморфным «р-прообразом і руппы.

Следствие. Если какой-нибудь из 915-классов содержит подста
новку ненулевого дефекта, то, по лемме 4, множество элементов 
^-классов'содержит подстановки дефекта п — 1, чего, по следствию 
2 леммы 7, быть не может. Поэтому З^-классы и, в частности, 91 со
держат лишь подстановки нулевого дефекта. Следовательно, Ы=Е. 
Теорема доказана.

При доказательстве мы предполагали п >5. Нетрудно проверить 
непосредственно, что при ге=2, 3, 4 теорема остается в силе с тем 
дополнением, что при и=4 нормальный делитель <S4 четвертой) по
рядка оказывается нормальной подсистемой

Обобщая доказанное, можно сформулировать (в определениях 
Н. Rauter’a (2)) следующую теорему.

Если при представлении сверхгруппы ассоциативной системой 
подстановок ее область регулярности представится группой, все 
нормальные делители которой дважды транзитивны, то нормаль
ными подсистемами сверх группы будут эти нормальные делите
ли и только они.

Это обобщение доказывается аналогично изложенному частному 
случаю. „J Поступило
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