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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. Г. ГУТМАН

ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
В ОБОБЩЕННЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ

(Предстаалено академиком Л. С. Лейбензоном 9 VI1947)

§ 1. Под обобщенными цилиндрическими координатами условимся 
понимать систему ортогональных изотермических координат к, р, у, 
из которых две, а и р, имеют одинаковые дифференциальные пара
метры

ha=h^—h.

Подстановкой указанного условия в уравнения ортогональности 
и изотермичности криволинейных координат (1) легко доказать, что

hy= hy hv dhi/dy=O.

В зависимости от значений постоянных а и b обобщенные цилинд
рические координаты а, р, у распадаются на два вида:

1) цилиндрическая система координат а, р, z, отвечающая значе
ниям коэффициентов а —О, Ь—1", координата у = г, дифференциальный 
параметр ее hy = 1;

2) сферическая система координат а, р, —1/R, для которой а=1, 
Ь—0-, координаты представляются: у —---- — , a —Intg-^-, р=Х (дол- 

гота); дифференциальные параметры координат: Лт = у2=-^,

h^lThy cha = —----- .R sin <p
§ 2. Предлагаемый выбор функций, определяющих общее решение 

задачи теории упругости, базируется на анализе поля вектора упру
гого смещения.

В соленоидальном поле, отнесенном к обобщенным цилиндриче
ским координатам а, р, у, составляющая вектора UylV hy связана тем 
же уравнением Лапласа, как и в поле, имеющем потенциал:

где Д — оператор Лапласа.
Указанное условие позволяет разложить соленоидальное поле 

в обобщенных цилиндрических координатах а, р, у на два слагаемых: 
потенциальное и«, «р, (rot = 0) и обобщенно-параллельное соленои-

993



внІсГпо”:^ "»«« Усло-
кдоверхностяй обобщенно» координат^ т,

соленоидальных нолей ноле
Координатах а, ₽, v на два слагаемых иа обобщенных цилиндрических 
зуется обобщенно «рактери-

(“б.Лщ, °бОбЩеВ“° паРаллельным ^соленоидальным' ёХ 

упругого си<а|[ениГ’ур;Х слагаемых поля вектора
П найдем общее в^ажёТекоСн™^^ W"*

Дг^=0; h.

’ — коэффициент Пуассона; 
_ Функция, длш-о, бигармоническая функция.

M’s
УК определяет объемное расширение 6:

h — / \ 2® .
Y К / 1 — 2а0’

h \
' \ УК; ) погенциал вектора вращения в обобщенно-параллель

ном соленоидальном поле.
стве°нбно:ее выраже™е компонентов смещения представляется, соответ-

2®на = h

2®«7 = /z,

РФ
Ра !

ГРФ
L^~

^-2(1-.)^
гг-

р / 2F/ ш
рр
р / 2^

Ра ।Uv

для краткости введено обозначение бигармонической функции Ф:

Ф = Кhy - (3 - 4а)Ps,
7 Pf

дф__ (5_4а) дКк 
К ’ ду

Д2ф = 0.

д
^7

—Л
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Таким образом, общее решение задачи теории упругости выра
жается с помощью двух функций: бигармонической Fs и гармони
ческой Fш. Функции эти независимы, как независимы отвечающие 
им слагаемые векторные поля.

§ 4. Соответственно двум системам координат: цилиндрических 
а, р, z и сферических а, р,—1/7?, обобщенным в рассмотренной системе 
а, р, у, полученное решение совмещает два варианта разложения 
поля упругого смещения на независимые слагаемые.

1 вариант (у=г). Поле упругих смещений разлагается в связи 
с координатой z на поле с плоско-параллельным вектором вращения 
(ог=0) и соленоидальное плоско-параллельное поле (div—0, пг=0).

Для принятого у=г и, соответственно, /Л^=1, д функ
ция Ф представится:

<i>=dFs/dz.

Приняв а —х, р —у, получим общее выражение компонентов 
смещения:

2®ил=-^--]~2 ,
dxdz 1 ду

2®иу= d2Fs 
дуд*

dF_ 2 —“ 
dx ’

2®«г= d2Fs 
dz2 -2(1-о) Д^.

II вариант (у == — 1//?). Поле упругих смещений разлагается 
в связи с координатой R на поле со сферически-параллельным векто
ром вращения (шл = 0) и соленоидальное сферически-параллельное 
ноле (div=0, uR =0).

Для принятой системы сферических координат, где yh~——^
V —1, общее выражение компонентов смещения представится 

в сферических координатах (/?, ср, к):

2@«л = ^--2(1-а)/?Д^, 
ок
дФ 

2®«,,==------- к 2
R 1

2«^

df W
sin ф д\

дФ
sin ? d/.

dF 
— 2 —-

где Ф = /?—~+(3 —4а) А .dR ' s
Полученные два варианта решения нетрудно преобразовать соот

ветственно для других систем координат.
§ 5. Рассматривая в свете анализа поля упругих смещений решение 

1алеркина (2) и Нейбера—Папковича (г), легко убедиться, что функции 
I алеркина <р2 и ф3, как и соответствующие их лапласианам функ
ции Нейбера Папковича Фъ Ф2 и Ф3, отвечают разложению поля 
вектора вращения на три плоско-параллельных слагаемых по плоско
стям координат х, у, z.

Так как вектор в пространстве вполне определяется его проекциями 
на плоскость и перпендикулярную к ней ось, то для общности реше-
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ip “ возможно подчинить две фу„КЦЙИ

для функций Галеркина:

0;

для функции Нейбера — Папковича

дФі । <ЭФ2
17°-

Введением указанного условия решения Валеркина и Нейбепл
К 1 ВарйЭНТу Нашего Ре^ния. ^aUo^^^

Галеркина ' варианте представляет собой третью функцию 

—^ = ?з

и, соответственно,

dp's __ 
dz dz 7^)(2ф>+ф-'-

Производные от гармонической функции Fw 
ствующими функциями сравниваемых решений” 
ствами: г

связаны с соответ-
следующими равен-

-~=(1 -а)д?1==@фн

dF^-----^-=(1— а)Д<р2=@ф2.
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