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МАТЕМАТИКА

А. С. МЕЙЛИХЗОН

К ВОПРОСУ О КОМПЛЕКСАХ ГАЛУА
(Представлено академиком Н. М. Крыловым 7 VI1947)

Академик Н. М. Крылов рассмотрел в 0) так называемые тернар
ные комплексы Галуа:

x-\-iy\-i2z, (1)
где i является корнем уравнения третьей степени:

F — (2)
В указанной работе даны условия моногенности (в смысле Коши) 

тернарной комплексной функции
и (х, у, z^iv (х, у, z^Fw (х, у, г) (3)

тернарного комплексного аргумента (1).
В настоящей статье прежде всего даются, в легко обозримой фор

ме, условия моногенности переменного комплекса Галуа любого по
рядка, рассмотренного как функция комплексного аргумента того же- 
порядка.

Обозначаем комплексный аргумент через

а==х0-фгх14-і2х24' • ’ • “Ьг хп — I
(х0, хь . . . , х । — независимые вещественные переменные), а ком
плексную функцию через

Ы = F (а) = и0 (Хо, Х1; . . . , Хя _ |) -{-(Хо, Xv . . > , 7СЯ_|) -у
+/2«2(х0,Хх, . . . ,*„_,)+------ , хп_ р, (5)

где i удовлетворяет алгебраическому уравнению:
Р^р^-^р^-^ . . . +pn_]/+pn. (6)

Необходимые условия моногенности функций F(к) найдем легко, 
вычисляя значения производной du) da. при da.=i dxk (£ = 0,1,.:, 
, , ( л -1) и приравнивая эти значения между собой, что даст:

v ik dUk —1 v tk dUk =1 дхв ~ І dXl
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Равенство (7) можно записать в форме:
*=л — 1 ,

■k duk . V л dukI ------ —I 7, I-----------
dxi * = 0

^ = 0, 1, . . , , n —1; /=1, 2, . . . ,n—1, (8)
что, с учетом уравнения (6), даст, после небольших выкладок, необ
ходимые условия моногенности:

duk _ duk л , -л
dxt_ t 1 " * dx^ J

(^=0, 1, 2, . . . ,n—1; /=1,2,..., n — 1) (9)
при дополнительном равенстве

du .
-—^-=0. (10)

Достаточность уравнений (9) для моногенности функции Л(«) 
устанавливается легко. Число этих уравнений, очевидно, равно 
п (п — 1).

Для тернарных комплексов (л=3) эти условия запишутся:
ди„__ du2 дих дии , „ du2 dut , du2
—— Рз “— у --- ---------- \Р^  9   = ------ \ Р 1 J0*1 дх0 дхг дх0 " дх0 дхг дх0 дх0
ди о п ди2 ди г ди0 , ди2 ди2 dux , du2

-----4^3 ' , ---- * ] Рл ■ у --- ■ ГІ *
дх2 ' дх2 дх2 дх, дх, дх2 дх, дх.

(И)

Чтобы получить эти равенства в обозначениях статьи акад. Н. М. 
Крылова С1), нужно положить:

л0=х, х,=у, x2—z,
и0=и, и,—^, u2=w,
Рг=», р2=И> Pl = ^

после чего уравнения (11) запишутся:

ду
dw . ч

4 > (а)дх
dv_  
ду

ди . dw
(c)

ди 
дг

” Уу ’ (ь) dv_
dz

du і dw
------гИ— >dy ду (d) (12)

dw dw _ dv i dw :---- ---- ---  .
dy dz (f)ду дх ' дх dz

Уравнения (12) частично совпадают с уравнениями (5) цитирован
ной статьи (а, с, е), частично приводят к ним после элементарных 
преобразований.

Останавливаясь специально на тернарных комплексах, имеем, да
лее, для двух таких комплексов, если учесть уравнение (2):

(x+iy+i2z)(x'+iy'-±i2z’)=A+Bi + Ci2, (13)
где положено:

А=хх' -ф г; (yz' -ф_у ’z) -ф vrizz',
В=ху' -фх' діф- и (yz' -l-y'z) -ф (hv-ф т)) zz', (14)
С=xz' -\-x’z+yy' -ф v (yz' -ф/г) -ф (>2-ф р.) zz'.
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Формулы (13) и (14) дают правило умножения тернарных комплек
сов Галуа. Используя это правило, можно определить интеграл

В (x,y,z,)

A (v^z,)
t (a) da (15)

от тернарной комплексной функции тернарного комплексного пере
менного, взятый по какому-либо криволинейному пути между точками 

и В(х2у2 г2) трехмерного пространства, причем функция

/(а) — и(х, у, z)-\-iv (х, у, z)-\-i2w(x, у, z) (16)

от переменного

л=х-\-іу-]-і2г (17)
не должна быть обязательно моногенной. Для вычисления интеграла 
(15) перемножаем по вышеустановленному правилу

f (а) = и (х, у, z)+Z‘O (х, у, z)~\~i2w(x, у, г)
и

da.=dx-\~i dy-\-i2dz, (18)

в результате чего найдем:
в (ху^

J f(a) dx^yo+iy^-i2^-, (19)
A (х^.)

где положено:

В (х,у^

у0— и dx-\-i]('vdz-]-wdy)-\-vi]wdz,
A (Xtya^

в (x2y^s)

Vi= j udy-]-vdx-\-y (ydz+wdy) -|-(p-v-J-iq) ivdz, (20)
A(xiylzI)

В (х2^2)
y2= adz-}-™dx-[-vdy-\-v (у dz-\-wdy)-\-(y2-\-y')rwdz.

A (x^zj

В частности, интеграл (19) можно будет вычислить по какому-либо 
замкнутому криволинейному пути, в каком случае криволинейные 
интегралы yQ, ух и у2 можно преобразовать по формуле Стокса:

у — & Pkdxy-Qkdy+Rkdz =

(4 = 0, 1, 2), (21)
Где положено, в соответствии с (20):

P0=U, Q0=flW R^ry-^-y^w, 
P^V, Q^U-^P-W, /?1 = |Х'У4-((1Ч-(-7))и/)
P2 = w, Q2=*y-{-vw, /?2—m--Hz)-|-(v2~|-|a)'K'.

(22)
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Отсюда будем иметь:
dR« 
ду

dQa 
dz

/ dv , dw71----- I V ----
\dy ' dy dz p

дР„ dRa du / dv
dz дх ( -Jdz \ dx

H V
' dx / ’

dQ0 _ 
dx 
dRt

дР0 
ду 
dQ!

dw du: 7]-------------
dx dy
dv , , i , dw

P—+(^ + ^)д-- dy dy
du dw

ду dz dz dz ’
дР. dRt dv dv

dx 
dv

(23)dz 
dQx

dx dz dx
du । dw ------ '-71--------  
dx 1 ' dx
ди 4-м dv _!_/

дх 
дР*

д У 
dQ,

dy ’

v2+p)
dv

dw dv dw
ду 
дР2

dz 
dR*

, V . Ildy dy
dw du

dy dz

dx

dz ’

dz dx dz dx dx
dQ, 
дх

dP2 _ 
dy

dv , dw -------H V ---- .---
dx dx

dw 
dy

Если предположить теперь, что функция f^ = u\x,y,z)-\- 
-|-/ц (л, у, ziy-i2w(x, у, z) моногенна, то, исходя из уравнений моно
генности академика Н. М. Крылова (формулы (5) работы ^)), убеж
даемся, после некоторых выкладок, что правые части всех 9 выра
жений (23) обращаются в нуль, что на основании формул (21) дает 
Д4=0 (^=0, 1, 2), откуда получаем соотношение:

^f^dv^y^y^^-y^^, (24)

'Справедливое для всякой моногенной функции тернарного комплекс
ного переменного.

Таким образом, аналогично тому, что происходит в теории функ
ций обыкновенной (гауссовой) комплексной переменной, получаем и 
здесь предложение: интеграл моногенной функции тернарного ком
плексного переменного Галуа по любому замкнутому пути равен 
нулю.

Так как, очевидно, из равенства нулю правых частей выражений 
(23) вытекают также условия моногенности, то будет справедливо и 
обратное предложение (аналогично теореме Морера): если интеграл 
пек'торой функции тернарного комплексного переменного по любому 
замкнутому пути некоторой области равен нулю, то функция в этой 
области моногенна.

Следует заметить, что 9 уравнений, получаемых приравниванием 
нулю правых частей формул (23), не независимы, ибо, как было уже 
■сказано, только 6 из них влекут за собой, как следствие, остальные 3. 
Это указывает на то, что в теории функций тернарных комплексов 
Галуа можно получить, повидимому, более сильное обратное предло
жение, чем указанное выше (аналогичное теореме Морера), что нуж
дается в особом исследовании.

Поступило
29 V 1947
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