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 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Б. 3. КАЦЕНЕЛЕНБАУМ

РАСПРОСТРАНЕНИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН ВДОЛЬ 
БЕСКОНЕЧНЫХ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦИЛИНДРОВ 

ПРИ НИЗКИХ ЧАСТОТАХ

(Представлено академиком М. А. Леонтовичем 26 VI1917)

іектромагнйтные волны вдоль бесконечных диэлектрических Ци
ров были впервые исследованы Хондросом и Дебаем (1-3). Ими 
рассмотрены простейшие (симметричные) волны, распространяю- 

я вдоль круглых стержней. Было показано, что эти волны могут 
іостраняться лишь при достаточно высоких частотах, т. е. что 
лих существуют критические частоты. При частоте ниже крити- 
>й эти волны распространяться вообще не могу’г, при критиче- 
частоте они распространяются со скоростью с, где с — скорость 
в пустоте. С ростом чгстоты скорость уменьшается и стремится 

ze, где е — диэлектрическая проницаемость материала стержня, 
рос показал существование критических волн, исследовав только 
ственные постоянные распространения. Однако его анализ сим- 
ачных волн является по существу полным, ибо для волн этого 
можно показать, что постоянные распространения при веще- 

іном е всегда вещественны и лежат между k и #)/е (# = м/с), 
доказательство можно провести, опираясь на энергетические 

зажения и на анализ соответствующего трансцендентного урав- 
I.

есимметричные волны, распространяющиеся вдоль круглых стер- 
, были исследованы А. Вольпертом *. Он доказал, что одна из 
иметричных волн может распространяться также и при низких 
эгах, т. е. что для нее не существует критической частоты**, 
эльперт исходил в своем анализе из трансцендентного уравнения 
золн, распространяющихся вдоль цилиндра кругового сечения, 
іко распространение волн при низких частотах может быть иесле- 
10 для значительно более общего случая несколько иным методом, 
усть s среды есть произвольная функция х и у, равная единице 
іекоторого кругового цилиндра радиуса d-.

f s(x,y) = l при Ух2-\-у2 >d. (1)
J В частности, если имеется стержень произвольного сечения, внутри 
I которого е постоянно, то е есть кусочно-постоянная функция, равная 
? единице вне стержня. Рассмотрим волны, идущие в направлении 
| оси г, и пусть зависимость от координаты г дается множителем elhz, 
рак что для полей ® и $ будет: 
I-------------
[ * Доложено на сессии общества им. А. С. Попова в мае 1946 г.
J ** См. также (4). t
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® (*,  y,z) = E (х, » elh*, (х, у, г) = Н(х, у) е"”.

Введем вектор Герца ¥ {х, у, г), удовлетворяющий уравнению
V2^= — (г— 1)^

Поля выражаются через него по формулам

® = (grad div + *2) С I = - id rot t (2>

К°Т°рЫХ ОТ г “—елем

(х, у, г) = J (£, Ч) (yr) dS *,  х = -^1.

П° ВСему попеРечному сечению стержня, _ л/-(—°, есть ФУ?КЦИЯ Ханкеля первого рода нулевого порядка, 
пазом*чтобы  "tn™?" а а’ — и знак V выбирается таким об-

?. ЛТЙ .ТЯ’Л к «““w; равен «Улю.

Применив (2), (3) к внутренним точкам цилиндра, получим 
гро-дифференциальное уравнение для Е:

Е(х, у) = -2-е (graddiv + £2)e'^JxF(E, (vr)-dS.

инте-

(4>
Рассмотрим условия, имеющие место при I 'id I 1. Тогда огпя- 

ничиваясь для r~d первым членом разложения функции Ханкеля:огра- 1

Н^^г) — toy+ ^ln-^ + o(v2rf2lnW), Y = 1,78... (5>

■олучим, после элементарных вычислений:

Ех ~ f In — dS 4- — xf In — г/4- 
дх [dx J • r dy J y r I

+ In - J $ = k^Lx (Ел, E^-X- о In vd),

Ey~w{^^Exln'7cis+^^£ylnTds}+

+ = ^Ly(Ex, Ey) + о^М),

vp$ Lx и Ly есть:
Lx{Ex> Ey)= \ *E x\n±-dS — ^-jxln-J-^J x£Jny</S-f-

+ -*E V In — t/sl dS, 
ot\ J J r J

Ly ^Ел' EJ = $ *ЕУln 7 ds - $ z ln 7 J *Ex  In ~ dS +

+ ■/- xf In — dS ] dS.
* On J л Г

* Зависимость от времени есть е lwt. 
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ъ Из (6) следует, между прочим, что для критических частот, для 
■вторых Л = h, v = 0, должны быть выполнены условия:
I $ ^xdS = 0, j xE^iS = 0.

I Систему однородных уравнений (6) будем решать методом после' 
Ковательных приближений, разлагая Ех и Еу, согласно виду правой 
йети (6), по степеням £2 * г
Г = + Еу = Еау + ^Е1у+... (7)
Й рассматривая величину ^2 In как собственное значение этой си-
S' 21 •
•темы:

* + (8)
При этом предположим, что

Ы<С£, (9)
I будем отбрасывать невыписанные члены порядка v2d2lnvd. Это 
предположение окажется оправданным тем, что для величины tn —\-т 
юлучится конечное значение, т. е. что — hd будет порядка*?- 1/^ 
jto при малых kd может иметь место только при выполнении неоа-' 
действа (9). и

, Подставляя (7), (8) в (6) и разделяя порядки, получим:
Е°х~fa {j? $ *Е°Х ln + дН *Е°У "7 +ото = 0, 

{аН *Е°У 1П 7*  + = 0. (10)

Е1Х ~ $ *Е1Х In т dS 77 $ хЕ1у 1п 7" +

+ m0 J *E lxdS = - т, J *E OxdS + Lx (EOx, EOy), 

Е1у~д7{д7^* Е1ХІПУ dS+^* Elyln 7 ^

+ mo $ *E aydS + Ly (EOx, E^.

• Уравнение (10) определяет во всей плоскости вектор Е0(Е0х, Е0у,0), 
удовлетворяющий условиям: -If =0, /-еЕОх+— sE0v=O

ду дх у дх ■ ду иу
и на бесконечности стремящийся к постоянному вектору

!
С= — т0 j *E odS. (12)

Следовательно, ^вблизи цилиндра, на расстояниях, для которых 
справедливо (6), Ео совпадает с полем, которое получается, если 

I Цилиндр поместить в постоянное однородное поле С. При этом напра
вление С должно быть таково, чтобы вектор^ v.E’dS,vjifiE' есть реше

ние соответствующей электростатической задачи, был параллелен С. 
Легко показать, что для любого вида функции е (х, у), удовлетворяю
щей условию (1), существуют два взаимно перпендикулярных напра- 

* Фактически параметром малости служит величина k (ср. уравнение (13)).
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вдения, для которых это имеет место. Таким обпязпм р ' 1 стержня) и тл могут быть найдены из эл^
Для стержня, сечение которого есть кольцо ескои задзчи-
> 9г) > внутри которого е постоянно, с радиусами pt и р3

т0 = —iil 1____ I Р2 1 е — 1 
j р?— ₽2 Р? Р?— f2 е + !

Для цилиндра эллиптического сечения т =___ ’___ 1 2(а+вЬ)
-> ab z— 1 д-р* ’

если С направлено вдоль большей оси сечения а и т =- -1_ 1
2(&+ед) ' 0 ab е-1Х

х а+ь ’ если С напРавлено вдоль меньшей оси

оператор, U™" J’,0 СТОИТ самосопряженный
внеРорто₽тональХ^ “писав уело-

и решения системы (10) к правой части системы (11) 
можно найти явное выражение /п1 через

2+ [ J ]2) =
= 5 х (£0,*, (Ейх, E^dS. (13)

Для кругового цилиндра радиуса р (13) дает /^=-^+±^4.1), 
так ЧТО С ТОЧНОСТЬЮ ДО ЧЛвНОВ ПОПЯЛКЯ ЬШ 8
при низких частотах есть Р д сперсионное уравнение

Из (2), (3) и (5) можно найти также пепвыр „ -
остальных компонент полей вблизи цилиндр? ” cwmT”™'

{йх 5 In ~ dS + £ ( In —
v ' °У J r J

H* = z* {^7 $ ln T ds ~ i to - ,
v w ' их J г I 
— rn0^ ^EOydS, Hy= — m^ *EOxdS.

Последняя формула показывает, что в нулевом приближении 7/ 
поТвеличинеННЫЙ В6КТ°Р’ пеРпенДикулярный вектору ?и равный ему 

что лХ 'ЖйчХ, ^tSSSX ?гхол“е"““ казано, 
тах могут распространяться лпо С еРжня ПРИ низких часто-
волны. Скорости их в общем случярЛп^ГЫМ обРазом поляризованные 
к е. Можно’показа” что это? оХ?т»™ согласно <91’ 
случае если как е тяь- / РУ тэт справедлив также и в том SSw ■ Так “ 11 <ма™™» проницаемость) стержня боль™

Поступило
.по 3 ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 26 «1«

Ann. «••<... в Р. D.»,^
SX"'1'.^*"«” “’“«“’«““а 1937. < S. 's


