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МАТЕМАТИКА
Б. И. КОРЕНБЛЮМ

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ФУНКЦИЙ КЛАССА Lp СИНГУЛЯРНЫМИ 
ИНТЕГРАЛАМИ В ТОЧКАХ ЛЕБЕГА

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 26 V 1947)

Задача нахождения необходимых и достаточных условий для пред
ставимости функций различных классов сингулярными интегралами в 
точках Лебега полностью решена лишь для двух классов функций: для 
класса существенно ограниченных функций L°0 — Лебегом в 1909 г. 
(*) и для класса суммируемых функций D— Д. К. Фаддеевым в 
1936 г. (2).

В настоящей заметке дается полное решение этой задачи для клас
сов Lp (l^p^oo) функций, суммируемых с д-й степенью.

1°. Пусть <р(О — измеримая функция, заданная на конечном ин
тервале т=(с, d). Введем в рассмотрение неотрицательное число и, 
однозначно определяемое неравенствами

I’HOI9 Л^р-mesT > | <р (0|? Л. (1)
d d
л [ I ф (О I > П £ [ | Ф (0 | > ис

Легко видеть, что у.<-|-оо тогда и только тогда, когда <р(У) € 
£Lq(c, d), Число [х будем обозначать символом у. [у q].

Теорема 1. Для того чтобы соотношение
ь

lim J yn(x, (2)

где yn(x,t) —последовательность интегральных ядер, а (а, Ь) — 
некоторый конечный интервал, выполнялось в каждой точке Ле
бега х (а<х<Ь) любой функции f (У) € Lp (аД) (1 <^р <С°°\ необхо
димо и достаточно выполнение условий:

з
A) lim 1 (л, f)dt= 1 при всяких х, а, $ {а а<х< Ь).

а

В) При каждом фиксированном х £ (а, Ь) выполняются неравен
ства-. ОО

2 (рш-mesтД 4~Иш'mes ^^М^х) при п^ЕДх}, (3)
z=i

где
4- / г Ъ — х , Ъ — х\ — / х— а х—а\ А

X ; = / X |~ --------  , Х~г~ --------  | , Т. — I X---------- , X I I
\ 2‘ \ 2, —' 2г у I
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еводится к уста.

Лемма 1. Лля того чтобы интеграл $^f^dtсуществовал, 

имеющаяпри точку ЦЛебе1а\еоб ° ° <р < °0’’
нение условия ' а’ нео^х°димо и достаточно выпол-

51?«))= 2 2-И1<~
7=1 (5)

(4=1.
л р q

величины Следует счит^^^ необходимость условия (5). Все 
жна быть суммируемой с ^-й степенью^^1^ ? очевидно’ Д°л- 
зуясь (1), нетрудно построить множества Е, (S у ™Тервале Поль-

ДЛЯ которых (6)

j f ? (017 ^ = рг mes т,.
E. 1

т УСЛ°ВИе (5> не выполнено 
такую последовательность • в этом случае можно

00 положительных чисел

(7)

"О У H+,2''h<oc. 
Z = 1 (8)

При ВСЯКОМ e>0.

Определим функцию m следующим образом:

Г(^)=

Покажем, что

1 sgn <р (/) при t € Е. (/=12 1/ оо 1 v 1 ’ • • 'h
[о при /€ V Ei

1=0
(9)

,1^2*/ |/(0|* = 0, (10.

внимание” (6™ (7) Действительно, принимая во

р 00

L — « 1 \xi E
oo x

= 2 — <SUP<^+ 1.^+2........ }
i=k J-1 2Z 2* ’

(10) нетрудно вывести, что
0. (8) Н (9), ^осредетвУенЛ„гГ„Хко«»

ная функция / (/) принадлежит к классу L” (0,1) и f ?(/) f^dt^ 4- 
о oo.
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Остается доказать достаточность условия (5). Предполагая ₽гп 
полненным, пусть/(0 € Г (0,1) и имеет точку Лебега при7=0 Лет- 

h
ко видеть, что sup

0< I

Имеем:

Т .Г\f(t)\dt=M<oo. 
п с

) |f(W/< — (/=1,2,. ).
Ф о 2'-1 '

Пользуясь (5), (6), (7) и (11), находим: 
1

J \<f(t)f(t)\dt= j |?Idt
0 °° ОО

S Et £ ^t~Ed

Г 1 1/ 00

I
№ (/)]} [ f I p dt 1Ms [9 (/)] < 00.

0 J
Лемма доказана.
Лемма 2. Если последовательность функций ^n{t), заданных на 

(0,1), такова, что для любой функции (1<'»<<оо1
имеющей при t=M точку Лебега, произведение суммируе
мо, начиная с некоторого п, то найдется такое N, не зависящее 
от функции f(t), что произведение (t) суммируемо при n^N 
для всех функций f (^€ Lp (0,1), имеющих при ^=0 точку Лебега.

лемма о. Для того чтобы выполнялось соотношение

lim

какова бы ни была функция f(t) класса Lp (0,1), имеющая при 
/—0 точку Лебега при значении f(O)=Q, необходимо и достаточ
но выполнение условий:

з
а) J ЧП (f)dt->0 при всяких а., р (0< а< р < 1); 

а

₽) 5Г?» (0]•<М при пДЛ, где М и N — некоторые положитель
ные константы.

Доказательства леммы 2, а также необходимости условий леммы 3 
по идее близки к аналогичным леммам Д. К. Фаддеева для класса L\ 
Достаточность условий леммы 3 устанавливается с помощью опенки" 
аналогичной (12). пенки,

2°. Условие В) теоремы 1 можно заменить эквивалентной форму
лировкой, вводя понятие „обобщенной монотонной мажоранты11.

Теорема 2. Для того чтобы соотношение (2) имело место в 
каждой точке Лебега х (а<х<&) любой функции ф(ф)бЬр(а Ь) 
необходимо и достаточно выполнение условия К) теоремы \ и с лр 
дующего условия:

В') Существуют неотрицательные функции ^ДхД) —назовем их. 
дЬобщенными монотонными мажорантами* ядра 9 (х t'l — mn^P 
что при каждом фиксированном х € (а, Ь)
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a) /1 % t) ^1 dt [ ф„ (x, 0 dt, 
a

b
где №„= E [ | ?„ (x, f) | > ф„(х, 0] (« = 1, 2,...); a

b) ^n(x, /'Хф„(x, t") при Е<ДП<^х\ ф„ (x, t')>фп(x, t") при x<f<Z"; 
b

c) JФп(х,t)dt^M(x) при п^Шх). 
a

Эквивалентность условий В) и В1) легко устанавливается с помощью 
следующей простой леммы.

Лемма 4. Для того чтобы существовала суммируемая „невоз
растающая мажоранта" ф(^) функции определенной, на (0,1):

Ф (0 > 19 (О I почти везде на (0,1), (14)
1

ф (f ) > ф (t") при 0 < t' < t" <1, Ф (0 dt < оо, 
о

необходимо и достаточно выполнение условия’.
00

s= 2~'т. <оо, где wt^vrai max ^ = (2~г', 2~7~i). (15)

При выполнении этого условия мажоранта ф(() может быть
1

выбрана так, что \^(f)dt^2s.
о

Лемма 4 доказывается с помощью рассмотрения функции ф(^) видя: 
ф(0 = тах {т^т.,, ...^т^ при / € (2“f, 2~г~] (г = 1,2,.„).

3°. Теоремы 1 и 2 обобщаются на некоторые более общие классы 
(4,5) суммируемых функций f (0.

4°. В заключение заметим следующее. Теоремы 1 и 2 относятся к 
представлению функции f (Z) в точках Лебега, т. е. по сути в точках 
х, в которых

ь
lim \ S„(7-x)|f(/) —/(x)|rf/ = 0, (16)

п -* ОС а
где S„(t — х)— ядро Стеклова: Sn (и)=п при и£ (---- ----- LA 

\ 2п Дп. /’
-^п(п)=0 при других действительных значениях и. Это дает повод к 
постановке следующей задачи: найти необходимые и достаточные 
условия для того, чтобы соотношение (2) выполнялось для любой функ
ции f (t) из класса Lp (или некоторого более общего класса — ср. 3°) 
в каждой точке х (а<Сх<^Ь), в которой имеет место равенство

ь
lim J 6„(x,Z) ^(f) —/’(х)|Л=0, (17)

п -* ос а
где 0„ (х,/) — некоторое заданное положительное сингулярное ядро.

Поступило 
26 V 1947
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