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ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ ДЕФОРМАЦИИ ЭЛЛИПСОИДА ВРАЩЕНИЯ

| (Представлено академиком Л. С. Лейбензоном S VI1947)

Для решения задачи воспользуемся методом функций напряжений 
Г Галеркина (х) в видоизменении, предложенном П. Ф. Папкови-Н2). •

► Выражения для напряжений через гармонические функций напря- 
:ений П. Ф. Папковича имеют вид (8)
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4 В случае задач с осевой симметрией можно положить Ф2= Ф3—О- 
(за ось вращения принимается ось г).

Введем эллиптические координаты
z=rt, х = [(1 + г2) (1 - ^2)]1/. cos у, jz=[(l + г2) (1 - f2)]*'*  sin у. (2)

Поверхности r=const образуют семейство сжатых софокусных эл
липсоидов вращения.

Рассмотрим задачу о равновесии внешности эллипсоида вращения. 
На поверхности эллипсоида напряжения аТ и будем считать пред
ставленными в виде рядов

^^pAW, ^rt= ^PnPAAt),

: коэффициенты рп и р'п предполагаются заданными. 
Гармонические функции Фо и Фх принимаем равными *

ОО 00

(3)

Ф, = V AJ\ (i) S, (г). Ф,= 2 СА+1 (О & <г>- Ъ и = ‘-’Q И- W 
П=0 Л»—1

* Принимая Фо = I АпРп (t)Pn (іг}, Фі = S СпРп+\ПОЛУЧИМ Ре' 
я=0 л=—1

ие для внутренности эллипсоида вращения.
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В эллиптической системе координат для в. и т., в соответствии 
с (1), имеем гр

(5)

________ ______________ 1 _______ 1 / ay .
H^ + l) (1 -^) ^+^дгдІ (г' + Р)* 1Й

( д<Ъг дФ,\ 
r2 + /3 \ ' dt dr)'

Умножая обе части выражений для напряжений о, и тг/, даваемых 
формулами (5) и (6), на (г2 + £2)2 и учитывая разложения (3), имеем

(Г2 + ,2)2 2 АЛ= 2 {К'2 + ^AnPnS” +

+ сп {- 2 (1 - a) t (г2 + 1) P„+1S;+I + rt (г2 4- 1) Р„+15;'+, —

-2аг(1 _^Р;+15я+1}] + (1 _/2) [А„(гР„+15;+1-«Л) +
+ Сп (rPn+iSn+i — tSn+iP'n+i)rt]}, (7)

(г1 -4- г , 00
/■)»+/■)]■>. iX'-S ,«г1+^+л+'+

“Ь Сп {‘Sn+l^n-H -J- tPn±i Sn+i ~|— гРп+iSn + l
-2(1^О) (tpf„+1 sn+l - rPn+iS'„+1)}] — An(rPnSn - tPn+iS'n^ -

— Cn [r2 (Pn+iSn+1 + ^Pn+iS„+i) + (Pn+iSa+1 4- rPn-t-jSn+i)]}. (8)

Пользуясь известными формулами для полиномов Лежандра (*)

(P — ljP^n^-P,,.^

* ~ 3-5... (2л 4- 1) {(2n + Рп + (2zI ~ 3) Pn-i +

+ (2п 7) -g^.+ O^n-1) Ря і + |

а также разложением Ф. Нейманна

рр = у ^m-k^n-k / 2л4-2/л-4^4-1 \ (2/й)!
Д> ал+т-А \2n + 2m~2k+l )Рл+т ’

ИЛИ
т

РпРщ = 2 ’ nPn+m~2k, ^k’n = 0 при т < или П <
А=0

можно из граничных условий (7), (8) получить систему уравнений для 
определения искомых величин Ап и Сп, сравнивая коэффициенты при 
полиномах Лежандра с одинаковым индексом.
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Е
м путем находим:

__2 -|- 4“ ^l+2^f+2 4~ С/—4^7-4 -J" Cl-2Cl—2 4~ C[Cl 4“ C1+2C1+2

—Pl-tqi-4 pl-2^-2 + PlQ^l + Pt+2^1+2 + Pl+iQl+ІУ (9)

I Ai-заі-з + Ai—iof—1 4~ Ащаа^ 4~ А/^з^н-з 4" Cisci—5 4“ 

' x -J- С1-3С1-З + Ci-lCi—1 t|- Q+itf+i 4~ Ci+зСі+з =

, = — * - [p't-gSj-s 4~ рі-з$1—з + pz-i^z-i 4" P;+isHi +
Kra + 1

4~ А+З^Я-З 4- Pl+tf^s]- 00)
Здесь обозначено:

■ 1 , .nr, 8 I—4, 4 2   4 /*7^ i n\ -Л—2, 2 [ 8 I 2, 4■ g^-^, ' , g^-^ + V* +-«.

ft A-
В качестве примера рассмотрим задачу о всестороннем растяжении 

ешности эллипсоида вращения.
' Предварительно решим задачу для внешности эллипсоида, когда 
; его поверхности приложены только постоянные сжимающие на- 
іяженйя — р. Интересующее нас решение получим, налагая на по- 
Еченное напряженное состояние всесторонние растягивающие -напря- 
ения р.
Легко убедиться, что уравнения (9) и (10) для- всех Д, и С( с не

жными индексами перейдут в систему однородных уравнений. Точно 
к же, придавая / значения />5, придем к однородной системе 
>авнений для А{ при />2 и Ct при />0.

Эти системы уравнений будут удовлетворены при значениях

к Агл+і “ Сза—1—0 (^=0, 1, 2,. . .),
f (П)
| А2а=Сгл-2=0 (^=2, 3, 4, . . .).
г '
1 Для определения не равных нулю коэффициентов Ао, Д2 и Со 
рз (9) находим, полагая последовательно 1 = 0, 1=2 и / = 4:

? АдОд 4” А^і2 4- GqCo = РйЧ^>
А0оо 4“ A2fl2 4“ Со₽о = PoQo> (12)

A2tz2 4~ Сйсо = Ро^о-

Непосредственным вычислением можно убедиться, что решение 
уравнений (12) тождественно удовлетворяет также уравнениям (10).

Окончательные выражения для напряжений <st и aY на поверхности 
эллипсоида при £=0 имеют вид:

at= SL [2 (1 4- а) сЧ - с (2а^ 4- 2а 4» 75) + 1 + 4^ 4~ 2с], (13)

rY= ^{^[2(1 4-а) с25-с{$4-6 4-4а(2Е- 1)} 4-

4~ 4а^ 4“ 3] 4~ 2 (1 а)} • (14)
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Здесь

при$>1,

причем, согласно рис. 1, £ =
Результаты вычислений

-F1 <) — — 1 При ir

d • г____  ’ 
7’

приведены в табл. 1 „ представлены на рис. 1

’/ IP [ ’y/P '

0 
0,5 
0,8 
1,2 
1,5
2 
3
5

0 
1,266 
1,418 
1,675 
1,719 
1,915 
2,265 
2,848

2,000 
1,598 
1,547 
1,541 
1,464 
1,452 
1,461 
1,524

—-- - Таблица 1

ai IP . et IP

10 
15 
20 
25 
30
35 
40

3,965 
4,843 
5,588 
6,250 
6,852 
7,399
7,916

1>729 
1,928 
2,111 
2,278 
2.441 
2,588 
2,729

На рис. 2 а, =<т „ гг
ра (®) для одностороннего оастйже^яР»М нанесены кривые Г. Нейбе- 
влении ппВ растяжения внешности эллипсоида в напра-влении оси вращения.
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