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МАТЕМАТИКА
ДЖ. X. КАРИМОВ

О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 29V1947)

Рассматривается уравнение (х)
dZ 2 d2Z _ z ... , / dZ\------a —= Ф (x. п + м Z, — (1)dt дх* y \ ’ dx) V ’

при условии
Z (0, t) = Z t)=0, Z (x, 0=^ (X, t + 1) (2)

в области

\0<f< 1 /

для которого доказана при некоторых ограничениях, накладываемых 
на Ф (х, О и f(z, —теорема существования и единственности ре- 

\ дх;
шения, причем предполагалось, что значение параметра р сколь 
угодно мадо, а именно

1И <-----------------,
2^(C14-C2)^

где
^ = sup f(z, ^|, Z = sup sup 1^1-^

\ ох; I Iдх дх

ОО

С1= e an!" (t sin mzTi dx\ d^-\-
n=l Vo о

e '+бдід njt7)

] __ е~агп^
sinnirx.

о 0

oo
„-asn’n! (/—5) . , Ie 'sinігпт[ d-о d^-\-

n=l .o b

+
о 0

e a'n^ (t s+o sjn nr.^ 
I __ e~a'nV

sin ПКX.

В этой статье рассмотрено уравнение (1) при условиях (2) и полу
чена теорема существования для больших конечных значений пара
метра р.
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Результат, полученный в настоящей работе, тот же, что и в пре
дыдущей, а доказательство отлично и освобождено от указанного 
требования малости значения параметра р, при этом использовывается 
теорема Арцела (2).

Пусть функция Ф (х, f) правой части дифференциального уравне
ния (1) удовлетворяет условию Липшица

| Ф (хп - ф (х2, \<MY |х, - х2| + М,

для всех точек (хь и (х2, /2), принадлежащих области D, и пусть 
ее частная производная дФ / дх=Фг (х, t) будет непрерывной функ
цией с ограниченной вариацией по х при любом t,

Далее предположим, что Ф (х, /) периодическая по t с периодом, 
равным единице:

Ф (х, /) = Ф (х, t + 1)

н разлагается в ряд Фурье по. синусам

Ф (х, Фя (^) sin я^х,
П=1 

где

Ф„ (0 = 2 ^Ф (?], Z) sin мкт] d^.
о

Тогда можно доказать:
Теорема. Дифференциальное уравнение (1) допускает непре

рывное решение вместе со_своими частными производными до вто
рого порядка в области D, удовлетворяющее условиям (2), если-.

1) функция Ф(х, f) удовлетворяет изложенным выше условиям-,

f Zy} = 0;
■ V дх)

Х—Т^

3) / ограничена при конечном изменении Z и dZ / дх.

Докажем эту теорему методом последовательных приближений. 
За нулевое приближение До (х, f) возьмем решение уравнения 

ді
а*—* =ф(х t\ ' 

дх2 (3)

удовлетворяющее условиям (2).
Решение Z9 (х, /) будет иметь вид

До (^,0 = 2 sin п~х’ (4)
Л=1
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где

Т4^ (^ = 2 е a’n'n'(t E)d^ Ф(Ч sin шп] <7тр4 
о б

1 тс
Г _~а'л=тс= (<-£+!) С

4- 2 I ------------------ — I Ф (т), £)sin ггц d'^.
J ]_е-а'лМ J
о О

Зная нулевое приближение Zo (х, 7), ищем первое приближение 
Zx (х, t) и так далее. Продолжая этот процесс, далее можно постро
ить неограниченную последовательность приближений, причем ^-е 
приближение Zk (х, t), как решение уравнения

_ а2 = ф (Х> 7) + (Zk \, , (5)
dt дх2 \ дх /

удовлетворяющее условиям (2), имеет вид

Zk(х, /) = V (Osinппх, (6)
л=1 

где

sin ппц dt\ 4"

sin птст] dt\.

Итак, мы имеем последовательность функций

£г (х, 7), Z2 f), . . . , Zk (х, t),..., (7)

непрерывных со своими частными производными до второго порядка 
в области D и удовлетворяющих условиям (2).

Далее, нетрудно убедиться, что функции последовательности (7) 
равномерно ограничены и равностепенно непрерывны в замкнутой 
области D. Тогда, согласно теореме Арцела, мы можем выбрать 
равномерно сходящуюся подпоследовательность из последователь
ности (7).

Пусть выбранная подпоследовательность, будет:

Zm (х, 7), Zm (х, 7), . . . , Zm,^ (х, 7), . . . (g)

В силу теоремы Арцела имеем

lim Zm (х, 7)=Z (х, 7), 
ft-т-оо *

где Z (х, 7) — непрерывная функция в замкнутой области D, ко
торую можно написать в виде

Z (х, 7) = V Тп (t) sinwuc, 
п 1
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где

1
Г «—Е+1)
.! ~ \~~aW '
о

sin п-ку d~t\ +

Sin ПК7] d~!].

Далее, легко доказать, что ряды

dZ 
дх sin mzx, dZ 

дх

ОС

"V п-Т п (f) cos пкх, мм
П=\

d^Z 
дх2

n2rdTn (7) sin ппх
Л = 1

сходятся абсолютно и равномерно в области D. 
Тем самым теорема доказана.
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