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b НЕКОТОРЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ СУММАХ, СОДЕРЖАЩИХ 
F . ПРОСТЫЕ ЧИСЛА

I (Представлено академиком И. М. Виноградовым 30 VI 1947)

L В этой работе автор дает новый метод оценки тригонометрических 
Кумм, содержащих простые числа под знаком функции достаточно 
общего вида. Подобные суммы и аналогичные им уже рассматрива- 
Пшсь в литературе ^1). Однако, насколько автору известно, прежние 
^оценки этих сумм не были непосредственно связаны с теорией рима- 
? новой функции С (s). Установление этой связи является основной целью 
^настоящей работы. При этом удается получить некоторое улучшение 
^самих оценок. ■
★ Обозначения. Пусть А и В суть функции переменного про- 
І бегающего элементы некоторого множества Е. будем писать

В если для всех значений £ имеет место неравенство
|(i |А1<с|ВЦ

I где с — положительная постоянная; А—О, если В—0.
Е Аналогично пишем
Г ....>■/? B^A / '
I вместо неравенства
I' \В\^с\А\,
г Вместо соотношения
f в<^а<^в
< будем писать

А^В.

Введенные нами символы напоминают по своим свойствам знаки 
равенства и неравенств. ; ,

Заметим, что А << В обозначает то жё самое, что и

A = O(S).
Теорема 1. 'Пусть функция f(x), принимающая только, дей

ствительные значения, обладает следующими свойствами в интер
вале [а, &]: ‘

s 1) она непрерывна вместе со своей производной',
2) 0<6<l7’U)l<^ ' ‘ - л
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3) интервал ^^распадается на v интервалов, в каждом из 
которых функция f(x) "монотонна. ' ‘

Тогда

2 exp if (х) 3,5

Доказательство этой теоремы проводится аналогично доказательству 
известной теоремы van der Corput (2). 5

Нужно сначала рассмотреть отдельно каждую часть интервала 
tavdj,-в-которой (х) монотонна; простое суммирование полученных 
результатов доказывает нашу теорему.

Теорема 2. Пусть величины a, b^N, причем а<^Ь; функция 
принимает действительные значения в [а, b\ и удовлетворяет 

кроме того, следующим условиям: ’

ГЧх^А, 
f~xf[x)xB. ^xf[x^f>

для всех х^. ху.а^х^Ь, причем А и В положительные величины и

Тогда. N^A^'-, в^.

где p пробегает простые числа интервала [а, &1. 
Доказательство. Полагаем

F(x)=exp//■(%); 
элементарный расчет показывает, что

5= 2 ^Р\п)+О(№>), (1)
а^п Ign V '*/

где Л (п) —функция Mangoldt’a.
С другой стороны, известно (8), что для 3 < Т < х

Ф (*) = *- 2 - I т|<г р Т
где

Ф(*)= 2 Л (га). 
п<х

Следовательно,

2 ^F(n)= 2 ^-2 2 р/й1іa<n<b\gn a<T<b\gn \^Та^Г]^ГР^

^Т^йгэем теперь Т= после элементарных преобразований

2’ .
a<n<b Ign V Т А W



т. е.

Далее легко видеть, что для функции /<х) выпо^ все условии 
мы 1, поэтому последняя даёт:

Наконец, элементарные оценки убеждают в том, что

-N~. ■ (4>

У 2 ; 2 +0(^18 л- (5>
с л < b pig и I 7 |< а л < i 'g ”

Но к функции
Ф(х) = Р(х)хГ

ять приложима теорема 1; в самом деле, 

Ф(х)=е*Рi^tx), ' гДе W+y^х- г :
А в силу сделанных предположений

£- (х^1 '^))=х^ (xf (х)) О,

поэтому <р" (х) может менять знак только один раз, т. е. v —2. 
Выберем теперь постоянную с так, чтобы =

min .
[а, *] ах

пусть в [а, &] найдется такое х0, что ___  
\xof (х0)-}-у\<сУNB.

Тогда для всех |х — х0!> иметь:

Следовательно, теорема 1 дает для таких значений л:

| п Ло ]

2 ф^хаг'^.

Поэтому, применяя формулу почленного интегрирования интеграла 
Стильтьеса, имеем

n^lF(n) у N& 1 / N

/В

d

4 о-«) (6)
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причем используется известный («) результат Ingham’s:

Соотношения (1) —(6) доказывают теорему 2 
ТО™ 1еоре,,а 2 дает

-2 , ехР “ 'К (с+р) <С 5М;а ^Р О -у f

•если У4 < р < 2, й > е2, 1 С t С (1g то

а <?< Ъ еХ₽ N 1 Р ~ 1 ।

если Iи|<У2, а>expе«, N'h(jgigдг)-’/., т0

:?< ь еХр lt {gp{{^ Р)ЦС N (lg N 1g 1g AO*/' I I
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