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к Эта заметка посвящается распространению свойств аналитических 
функций комплексного переменного на функции комплексного пере- 
Вённого более широкого класса. Я доказываю теорему единственности, 
Еринцип сохранения области, теорему Коши и вывожу формулу Коши 
ния так называемых р-аналитических функций.
Е* В дальнейшем важную роль будет играть однозначная положитель
ная функция, называемая, для определенности, р-характеристикой.

Определение. Пусть р-характеристика p=p(z) определена в 
Некоторой области G, лежащей в конечной части плоскости комплекс
ного переменного z=x+iy. Однозначную функцию (г)=«+/-»
Сбудем называть p-аналитической в области G, если в этой области 
ш и v имеют непрерывные частные производные по х и у первого 
’.порядка и удовлетворяют системе дифференциальных уравнений

1 ।
и„=---- — Фд. 0)

Понятие р-аналитической функции, согласно определению, относится 
£ области, но мы будем говорить также о функции, р-аналитической 
в точке если она p-аналитическая в некоторой достаточно малой 
области’ содержащей эту точку. Функцию, p-аналитическую в каждой 
точке замкнутой области, будем называть p-аналитической в замкну
той области. ' г ч

Предположим, что р-характеристика р=р(г) в области О имеет 
непрерывные частные производные по х и у первого и второго порядков. 
Пусть D — односвязная область, содержащаяся вместе со своей 
границей в области G, ограниченная контуром С, разложимым на 
конечное число непрерывных кривых, на каждой из которых х и у 
изменяются монотонно. Пусть

Y (г> Q=Yi (г» (z^>

соответственно
т(г,С)=т1(г,С)1п-у+^(гЛ) (г = |г-С|, 

какие-нибудь фундаментальные решения уравнения 

L (и)=(рих)+(риу}=О

1275



И, соответствевдо,-уравнения г

71 \ d / 1 \ , д / 1 \L =~dx■( T Ux I “b 7“ I ~ Чу I=0 oxy p / ў у I p У I
для области D (^.Положим

(2)
Обозначая через Н(г,О и Н(г О 

уравнений ’ какие-нибудь решения систем

= ~ Г>^^)=------ '-НАгАА (4)
. . р (г) 7функции

Щг.^-Г^+^А), й(г,Ч_-Г(г,Ц+ій(г,д. (5)

"’обозначТ^зТ « области О/
ний ’ ’ ’ какие-нибудь решения систем уравне-

— ^x^P^Yy, 

~^X=~ Y 
Р(г) у’

Р^) К

—— Y
p{z) '

(З')

(4')

Z=~X^iY, Z=~x+iY (5->

для всякой областаЛодерЖащейсяР в “"от
они не зависят от области ооласти D, и в этом смысле

я ДВ0ЙНЫХ ""тегралм « -ри-олияейяые.
йз.омоаіозначн^^ Для про-

мнимая части, которой в замкн мтлп вещественная и
npT?HKe частные г
л^ои тсчкя ^+l^ D ат тРЛ^, для

F&)=~^u 'dh (г, Q+iVdQ (г, Q —
с

~ 2; Н [А (і/’ Ю (г’ 9+М V' V) (z> С)] dxdy,
(6)

где
L(U,V)=pUx-Vy, M(U,V) = Vx+pUy.

Л?мТа3ТТа?тТ^^
. Растяжениях. Пусть функцияФ О л реализует взаимно однозначное непрерывное отображ^ие



М>а |г|<1 на круг |со(<1. Пусть в области 0<|г|<1 к и £ 
непрерывные частные производные по х и у первого порядка 

якобиан алру — <хурл отличен от нуля. Тогда, если коэффициент, 
втяжения

/<(г) = 1іт

Ж?

max ><р (z-f Az) — <р (z) I
I Аг | = г __________  

min |ч>(г-|- Az) — <р (z) |
I Аг | =г

L ^н.очке г = 0 равен единице и в окрестности этой точки удовлет- 
у^яет неравенству

K(z) — \<M\z\\
К
й /И и 3 — постоянные (не зависящие от г), 3 >0, то существуют 
г^ожительные постоянные А и В такие, что, независимо от z. 
Меняющегося в области 0 < Г г |< 1, имеет место неравенство

Z

I Применяя лемму об интегральных представлениях, получаем, что 
Lto «-аналитические функции с р-характеристикой, имеющей непре- 
Квяые частные производные по х и .у первого порядка, совпадающие 
«бесконечном множестве точек, имеющем предельную точку в 
Йласти их р-аналитичности, тождественно равны друг другу. Это 
Уйачит, что теорема единственности для р-аналитических функций в 
$том случае формулируется так же, как и для аналитических функций 
комплексного переменного.
Г Для p-аналитической функции w=f (z) — u-\-iv с р-характеристи- 
йой, имеющей в области ее определения частные производные 
|до х и у первого порядка, удовлетворяющие условию Гельдера с не
которым показателем 3 (0<8<)1), из леммы об интегральных пред
ставлениях получаем, что точка накопления нулей якобиана J = uxvy— 

u v х не может принадлежать области, в которой данная функция 
4/o==f\z) является р-аналитической, другими словами, нули якобиана 
J — u^y— Uy^ изолированы. Из леммы о растяжениях, пользуясь 
свойствами квазиконформных отображений (2), получаем, что окрест
ность точки г0, в которой якобиан J = ux'uy—uyvx —0, при помощи 
функции w =/(г) = «+^ преобразуется в n-листную (п >2) окрестность 
точки w0=f(z0) (3); при этом найдутся положительные постоянные 
А' и В' такие, что, независимо от z, в окрестности точки г0 имеет 
место неравенство

д' в'

Таким образом, топологические свойства p-аналитической функции 
с р-характеристикой, в области ее определения имеющей частные 
производные по х и у первого порядка, удовлетворяющие условию 
Гельдера с некоторым показателем 3 (0< 3< 1), такие же, как и 
топологические свойства аналитических функций, т. е. р-аналитические 
функции в этом случае преобразуют область своего определения в 
область в обобщенном смысле (3).

Для функции 'W = f(z) = u-\-i‘V, p-аналитической в замкнутой области 
D-^-C с'р-характеристикой р (г), имеющей непрерывные частные про
изводные по х и у первого и второго порядков, из леммы об инте
гральных представлениях имеем равенство

= [ud&(z,tyArivdQ.(z,ty, (7)
2nz J 

С
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ядра данной ^-характеристики 
ддя °Оласти D’ а “ любая точка области D. Это оавенствп 

интеграла Коши теории аналитических функций
Ко^а^ ^венсгво^™"^ 2 8 »~еоре„Ы

J udZ+iv dZ=0, 
c (8)

Z о^сі

области, содержащей область D вместе с ее границей.
Поступило
7 VII 1947
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