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Определение 1. Множеством уровня Et действительной 
функции п переменных Е (^) = Е(х1,...,хп) называется множество то- 
.чек хл) таких, что F(£)=£.

Определение 2. Свойство А имеет место для почти всех 
уровней, если множество таких t, для которых Et не обладает 

' свойством А, имеет меру нуль (по оси t).
В настоящей заметке исследуется топологическая структура и диф

ференцируемость множеств уровня Е( функции многих переменных 
■F (%) в зависимости от гладкости функции ./’(S), причем изучаются 
.свойства, имеющие место для почти всех множеств уровня.

Обозначим через Rn п-мерное евклидово пространство.
Определение 3. Пусть F— функция, заданная на множестве 

tEaRn. Функция Fназывается слабо дифференцируемой 
до І-го порядка по множеству Е в точке ^0, если существует поли
ном Р{^) = Р^) степени k такой, что lim .= О, причем

Каждый полином Pi^Q, удовлетворяющий этому требованию, 
называется слабым дифференциалом ^-го порядка функции 
F(^) в точке Ео по множеству Е.

Определение 4. Функция F(ty, заданная на множестве сс/?я, 
называется сильно дифференцируемой до fc-го порядка по 
множеству Е, если функция слабо . дифференцируема в каждой 
точке ^ссЕ, причем существуют такие слабые дифференциалы Pi^,-t^, 
что, какова бы ни была прямоугольная система координат хг,...,хп 
с началом в точке ^сіЕ, для любого —1 имеет место

_ дгр^
■ Ит дх\...дх\1 дх‘...дх^ >

• •+4== г>
если цсЕ и (г = 2,3,....,м) при т^, где через х^}

■обозначена /-я координата точки С. 1
Имеет место следующая теорема Whitney (г):
Если множество EaRn замкнуто и функция F (%) сильно диффе

ренцируема по множеству Е до ^-го порядка, то ее можно продол
жить на все R„ так, чтобы продолженная функция была дифферец- 
пируема до ^-го плрддка ° обычном смысле.
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Лемма 1. Пусть F (xlf... ,х^ — т раз дифференцируемая функ
ция, заданная в Rn. Пусть в точке х°,... ,х°п первые k последова
тельных слабых дифференциалов функции F существуют и равны 
нулю. Пусть, далее, Ф (х^ ..., хп_\) — т — ^ раз дифференцируемая 
в точке х°,..., х°п-\ функция (в слабом смысле) и х°п = Ф (х ?,..., х л_і ). 
Тогда функция п — 1 переменного F [xlf..,, х„-і, Ф (xn..., x„_])] в 
точке (х?,..., x„-i) слабо дифференцируема до порядка т.

Доказательство легко получается с помощью разложения функций 
F и Ф в ряд Маклорена с остаточными членами.

Определение 5. Пусть задана функция на множестве 
EczRn. Мерой множества Е по t называется мера множества значе
ний функции при ^с.Е.

Лемма 2. Пусть EczRn естьВ-множество, Щ) (^сЕ) — непре
рывная функция и мера Е по t положительна. Тогда существует 
замкнутое множество FczE положительной меры по t.

Лемма 3. Для каждой тройки натуральных п, г, s сущест
вует константа Cn,r,s такая, что коль скоро Рх и Р2 суть поли
номы степени s от п переменных с равными свободными членами 
и по крайней мере один из коэффициентов Рх отличается от со
ответствующего коэффициента Рг при члене степени г не меньше, 
чем на а, то для любого 0 < d <; 1 найдется точка % (d/2 £ | d)
такая,что \P1(fy — P2(ty\^oiCntr>s\ts\r.

Лемма 4. Пусть функция F (Z) задана в R„. Пусть EaRn та
кое В-множество, в каждой точке которого функция F(E) слабо 
дифференцируема до порядка т по Rn. Пусть при ^сЕ не
прерывная функция и мера Е по t положительна. Тогда найдется 
замкнутое множество Е*аЕ положительной меры по t, на кото
ром функция F(£) сильно дифференцируема до т — \-го порядка.

Доказательство. Пусть и Р(г|) —некоторый слабый диф
ференциал функции в точке по Rn. Тогда при е>0 найдется 
Рв(М>0 такое, что при Ц — 1 < Ре (£0) имеет место

Пусть D(s, р) — множество всех точек ІС.Е, для которых рв(?)>р. 
Тогда р) есть В-множество и, каково бы ни было е>0, найдется 
р>0 такое, что мера D(s, р) по t сколь угодно мало отличается от 
меры Е по t.

По всякому множеству D (е, Р) функция Р© сильно дифференци
руема до порядка т—1. Действительно, пусть ^c.D=D(f, р);

... ,хп произвольная прямоугольная система координат с началом 
в ?0 и ... ,Цппоследовательность точек из D, сходящихся к 
Ц, причем lira =0 (/=2,3,... ,л). Пусть Ро, Pv ..., Рп — ела- 
бые дифференциалы порядка т по Rn в точках ..., . соот
ветственно.

Пусть Д*(^„) означает частную производную порядка не выше 
ти — 2 в точке т)л полинома Рп по некоторой фиксированной группе 
переменных х^..., хп.

Рассмотрим lim —. Пусть этот предел не существует, 
я-»а> h/i~ М J

либо отличен от X, (?0)= Тогда найдется 8>0 такое, что для

любого т>0 найдется такая точка vj„, что —^>|<т,
(1=2,3,..., п) и

I w - [Д* (^+х, (7)„) л; (Q] I > 8 хг (U 
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S*1' ‘"Пусть Pn есть полином Ро, записанный относительно точки чл 
дяюс разность Fh„)—Р0(4л)> Мы имеем в точке чл два полинома, 
J?- и Рп, причем один из коэффициентов степени не в"ыше т— 2 у 
Wx полиномов различается не меньше, чем на -hn — £0| (при ьіа-

т). Но тогда, по лемме 3, в сферическом слое ЧгИя— U-C 
— —£0| е центром в точке чл значения этих полиномов

-Сличаются в некоторой точке С не меньше, чем на — h„ — $0 | х
Cn.r,s, где Cn,r,S>о — константан г<и —2, т. е. значения - 

денх двух полиномов различаются не менее, чем на /Ch — 5оГ+1> 
К — положительная константа и —1. С другой стороны,

Значение FK) заключено в интервалах /i=LP0(5) —е|С— lm- ^o(Q+ 
f’j_e|C-50|m] и ZS=[P„(O —е|С—/Ш+еК —7|л|т] и» так как 
Ш-С0|<2К-7)п|, а РйЫ^РпйЫ, то при достаточно малых 
Ц^п_^0| интервалы Д и /2 не пересекаются. Отсюда следует сильная 
Дифференцируемость функции F(£) по множеству D(e, р) и, согласно 
|демме 2, доказательство леммы 4.
Ж Теорема! (основная). Пусть F (%) —действительная функция, 
Заданная в п-мерном кубе L и дифференцируемая (в обычном смысле) 
fn раз в каждой точке IczL. Пусть О. — множество точек, в кото
рых все первые частные производные F^) равны нулю. Тогда мера 
Ш по t, где t^ = F^, равна нулю.
I/ Доказательство. Для п = 1 теорема тривиально следует из 
" теоремы Vitali о покрытии. Пусть теорема 1 доказана для всех n<^N. 
; Докажем ее для n — N.

Пусть £2^— множество точек в которых все частные произ- 
|водные функции F до s-ro порядка включительно равны нулю, и 
Й2,= й,— £2j+i. Пусть теорема 1 неверна. Найдется минимальное* s 
Этакое, что мера £2S по t положительна.
s " Пусть s<n—1. Число частных производных порядка.конеч- 
1 но, и поэтому найдется такое I, что множество точек £2$, в которых 
‘ ds+1 F ^dldxs^ =£ 0, имеет положительную меру по Л Пусть ф(5)=

F {^)/dxj. В точках 5с£2І имеем grad и потому, по
теореме Young’a, в окрестности каждой точки 5с £2* множество . 
^/{^Ф^)=0} есть п — 1-мерная поверхность, дифференцируемая по 
крайней мере п — s раз, и£24с£Л

Найдется такая точка 5 с £2* и столь малая ее окрестность V, что 
после соответствующей замены координат поверхность U в этой ок
рестности V выразится как хп—Ф(х1,...,хп-\), где Ф(xlt...,хл-і) — 
L.n — s раз дифференцируемая функция и в то же время мера 
U-V' £2* по t положительна. Тогда, по лемме 1, функция 
F(xx>..., ..., хл-ь Ф(х1;..., хл-1)] в. каждой точке
чЬр..., Х^) при 7) [%!,..., хл_ь ф (Хрx„-i)] слабо диф
ференцируема до порядка п. Далее, множество £2 —проекция мно
жества s • П'V в пространство х^,..., Хп—i имеет по t ту же меру, 
что и ^S-U-V. Наконец, согласно лемме 4 и теореме Whitney, най
дется функция F (xlf..., хп-\), дифференцируемая до п — 1-го порядка 
включительно, причем в точках множества Е положительной меры 
по t (где t£)=F(£)) ее первые частные производные все равна ну
лю, что противоречит предложению индукции.

При s=n мы сразу приходим к противоречию, применяя теорему 
Vitali.
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Пусть s—п — 1. Тогда для каждой неизолированной точки ЕсП 
найдется направление /(Е) такое., что дп F (Е)/д/(Е)л=О. *

Назовем л-мерным гироидом сумму л—1-мерного шара и ортого
нального емў отрезка (ось гироида) с серединой в центре шара. Объе
мом гироида назовем произведение л—1-мерного объема шара на 
длину оси. Легко показать, что сумма объемов равных не пересекаю
щихся л-мерных гироидов, лежащих в кубе объема V. не превышает 
Knv, где Кп—константа, зависящая от п.

Пусть теперь мера по t равна ц>0 и объем куба задания L 
есть I/. Можно выбрать не содержащее изолированных точек множе
ство П сП и числа е>0, 3>0 так, чтобы мера Q* по t превышала 
W2, верхняя грань л-х частных производных F(E) в каждой точке 
Ес£2 не превышала некоторого Af и, наконец, при Іті — Е|<8 имело 
место: a) |F.(t,) - F(E)|<2Ж| т] — Е|л и Ь) IF^) — F(E)|<eb-El» 
еС‘Ли ■») лежит на прямой /(Е). k ’

Каждой точке ?cQ‘ мы отнесем гироид с центром в Е, длиной 
оси 8 и радиусом шара на каждом таком гироиде
колебание, функции ^(Е) не превысит е8", а объем гироида будет

Г(е/22И) 8„. Здесь Т — объем единичного л—1-мерного шара. От
нося каждому гироиду на оси t интервал колебания функции F на 
этом гироиде и выбирая из полученных интервалов непере- 

длин не меньше Й/6, мы получим при 
е<^ f1 (2А1) (бляи) " конечное число неперекрывающихся равных 
гироидов с суммой объемов больше KnV, что невозможно. Теорема 1 
полностью доказана.

Из теоремы 1 и теоремы Young’a о поведении множества уровня 
в окрестности точки, где градиент отличен от нуля, следует

Теорема 2. Пусть п раз дифференцируемая функция п 
переменных, заданная в кубе. Тогда почти все множества уровня 
ct состоят каждое из конечного числа п раз дифференцируемых в 
каждой точке многообразий без Края или с краем на границе ку
ба определения^

Имеет место
Теорема 3.,Пусть F(E) — п — 1 раз дифференцируемая функ

ция,заданная в п-мерном кубе. Тогда почти все множества уров
ня ct содержат лишь локально-связные компоненты.

Для каадого л>2 существует л —1 раз непрерывно дифферен
цируемая функция л переменных, содержащая на каждом уровне 
бесконечное число компонент-немногообразий. Случай л=2 исключи
телен (см.(2)); однократная дифференцируемость в этом случае, уже 
влечет для компонент множеств уровня свойство быть многообра
зиями, хотя не обязательно дифференцируемыми и одномерными.

Для каждого л>1 существует л —2 раза непрерывно дифферен
цируемая функция л переменных, содержащая на каждом уровне 
не локально-связную компоненту.

Поступило
7 VII 1947 •
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