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Задачей настоящей заметки является указание на то обстоятельство, 
что доказательство известной теоремы Д. Ф. Егорова о равномерной 
сходимости последовательности функций опирается далеко не на все 
обычно принимаемые свойства меры. Устанавливаемое далее обобщение 
теоремы Егорова применимо, в частности, к случай, когда в качестве 
меры берется „емкость" плоского множества, которая, как известно, 
не обладает свойством аддитивности (и поэтому не может рассматри
ваться как мера в обычном смысле этого слова).

От класса множеств, которые мы будем называть «-измеримы
ми, мы будем требовать только следующее:

1. Пересечение конечного или счетного множества множеств из 
принадлежит .

От определенной на 501« функции множества а (М), йазываемой далее 
a-мерой, требуется:

2. Для любого М из значение а(М) есть неотрицательное число.
3. Если MLaM% и множества ML и М2 входят в то

«(Л^ХоЦМа).
4. Если Ml о М2 =>... о Мп .. и множества М„ входят в 501„ то

==Ита(Мя).
\ J п-^ °»

Л=1 ОО
5. Если М1аМ2с...с:Мяс ... и множества Мп и М'=

= 1

ВХОДЯТ В то
а(ЛГ)=Пт а(Мя).

Действительную функцию /Дх), определенную на множестве М из 
50la, будед называть «-измеримой, если для всякого а множества 
E{f(х^а} и E{f^x)>a} тех точек из М, на которых/(х), соот
ветственно, меньше или равно а и больше или равно а, входят в а.

Теорема 1. Если на множестве М аз 501, последовательност 
действительных функций fn (х) сходится к функции f (х) и функции 
g„(x)=f\x) — fn(x> a-измеримы, то для любого е>0 можно ука
зать такое «.-измеримое множество М £ М, что

a (М ) > a (М) — г, 
и на котором сходимость будет равномерной.



Доказательство. Пусть — множество тех х, для которых 
|g„(x)|<l И

Множества а-измеримы в силу условия 1. Так как

то, в силу условия 5, 
ІІШк^) =а(М). 

П —> оо
Выберем nt так, чтобы

Подобным же образом строим множества тех х, для которых не
равенства |£л(-*)|<— имеют место для всех #>п). Выберем
множество так, чтобы

Продолжая этот процесс, мы найдем последовательность множеств 
М" =) М™ =) М% G.. . таких, что

!
и неравенства | g^ (х) | •< І/s имеют место на множестве ефи k ;> п*.

Пусть .М = Цм£. В силу условия 4 имеем:
6=1

а (ЛГ)=Ит a (М^) > a (М) — s.
•S MD S

Покажем, что на множестве Л1'последовательность ^л (л) сходится 
к нулю равномерно. Действительно, пусть 8>0 и l/s<8. Из преды
дущего, следует:

I gk (х) К - < 8 при £ > ns и х е ,

В силу произвольности 8 и того, что АГ cz теорема доказана.
Замечание. Условия теоремы выполнены, если функции fn(x) и 

предельная функция f(x) a-измеримы и если с измеримостью двух 
функций измерима и их сумма. .

Пусть F — ограниченное замкнутое множество плоскости комплекс
ного переменного z и Тп (z;F) — полиномы Чебышева, наименее укло
няющиеся от нуля на множестве F.

Пусть
отя(^) = тах|7'„(г;/7) |.

^F

Известно, что существует предел т последовательности чисел 
V тп (F), который называют емкостью множества F. Непосредственно1 
из определения' емкости следует, что для т и указанных множеств, 
условия 1—4 выполнены. Нетрудно доказывается и условие 5.

Если /(г) — непрерывная функция на множестве F, то множества
I/(г) I •С а} замкнуты. В силу этого справедлива 
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Теорема 2. Если последовательность непрерывных функций 
сходится к нулю на ограниченном замкнутом множестве F, то 
при. любом заданном, положительном е можно указать замкнутое 
множество Р' с Р, т (F') > т (F) — е, сходимость на котором будет 
равномерной.

Если F — неограниченное замкнутое множество плоскости z, то 
полагаем

т(/7) = 11тт(/7Д
00

где Рг—общая часть множества F и круга ] z | <; г.
Пусть Е— произвольное множество плоскости z. Полагаем:

-c*(E) = supT(/7); **(£)=*(£),
FC Е

Е— замыкание Е.
g । Если х* (Е)=х* (Е), то множество Е назовем т-измеримым. 
м I Пусть РП — ограниченные замкнутые множества.
Б I Легко доказывается
в Теорема 3. Если Ргс. F2a ..., F^^F^F^ то

g т*(/7в) = 1ітт(/7п).
К I 00

| I Будем говорить, что точка z лежит вне ограниченного множества 
^Е, если она лежит в той из областей, дополнительных к замкнутому 
I множеству Е, которая содержит бесконечно далекую точку. Назовем 

a-множеством конечную или счетную сумму замкнутых множеств ем
кости нуль.

Теорема 4. Если F^F^a..., p^F^F^ ..., если сущест
вует ^-измеримое ограниченное множество Е, т(£')=1ітт(/7п), то і со

множество точек Ре, лежащих вне Е, есть а-множество.
> Заметим еще, что если т(/’1)=0 и F^—F-^-P^ то т(/72)=т(/7).
I Теоремами 2, 4 и последним замечанием мы воспользуемся в сле-
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дующей статье.


