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ОБ АССОЦИАТИВНЫХ ОПЕРАЦИЯХ НА МНОЖЕСТВЕ ГРУПП 

(Представлено академиком О. Ю. Шмидтом 23 VI1947)

Основным результатом настоящей работы является построение счет­
ной серии алгебраических операций на множестве групп, обладающих 
основными свойствами, присущими операциям свободного и прямого 
умножения групп. Тем самым дается положительный ответ на вопрос, 
поставленный А. Г. Курошем С), о существовании такого рода опе-

§ 1. Следуя Холлу (2) 'будем через (А,В)а или (А, В) обозначать 
коммутант подгрупп А и В группы G, т. е. подгруппу, порожденную 
коммутаторами (а, b^cr^ab, где а € А, ЬЪ В. Через А будет обо­
значаться нормальный делитель, порожденный подгруппой А в груп­
пе G.

Определение 1. Если группа G порождается своими подгруп­
пами А я В, причем А П В = А П В=1, то мы будем говорить, что О 
Является правильным произведением АдВ подгрупп Ан В или 
что G правильно порождается подгруппами А и В(правиль- 
яыми множителями группы G).

Примерами правильных произведений могут служить прямые и 
свободные произведения.

Теорема 1. Если О = АдВ и один из множителей А или В 
является' нормальным делителем в О, то и второй множитель 
Нормальный делитель, a G — прямое произведение подгрупп А и В.

Теорема 2. Если С = АдВ, то каждый элемент g из G имеет 
однозначно определенную „правильную* запись g—abu, где а £ А, 
Ь^В, и (А, В), причем „правильные* компоненты а, b остаются 
Неизменными и при другом порядке следования компонент в записи 
элемента. Обратно, если группа G обладает такими подгруппами 
А и В, что каждый ее элемент g имеет однозначно определенную 
з&пцсь вида g^abu, то G = А дВ.

Отметим, что при перемножении двух элементов перемножаются в 
одноименные правильные компоненты, а у обратного элемента пра­

вильные компоненты обратны.
Определение 2. Гомоморфное отображение правильного произ­

ведения А дВ, ядро гомоморфизма которого заключено в (А, В), 
Называется правильным гомоморфизмом.

Теорема 3. Каждое правильное произведение АдВ является 
Правильной фактор-группой свободного произведения А* В тех же 
Ірупп. Обратно, каждая правильная фактор-группа свободного 
произведения А * В является правильным произведением тех же 
групп.
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И между А* Визведения Д д & Р ДеЛяющим яДром для правильного про

Ги^” ВСеХ Ильных произведе- 
структуру, нулем Лорой является S собою Дедекиндову 
а единицей—прямое произведениеА х В бдное произведение А* В, 

э Определение 4. Уединим™ ™грум А, задано вполве „р^™“ ™«Р«ть. w> на множестве 
влетворяются следующие требования: ’Умножение, если удо-

. В соответ^еХ^ грХ* лТл" n°₽TOe’ ІІОСТавле»а

своих
A-умножения); “ и Аз (правильность

Д д коммутативность л
d) (Двд Д )дд д/д . , д-умножения);

же ни я). Y « ( з Y) (ассоциативность д- умно­

правильными’ Ниж^привод^ Групи являются вполне
вйдьнЫХ операций. ОпРираЯДсь на^ серии вполне npV-
резрешить эту проблему путем оаХ™^ естественно пытаться 
ляющих ядер для каждой парыР оассмятпЛ°ДбОра системы опреде- 
в то время как требованию с)РудоРвлХо^^ групп- При этом,

кающимся PW°“ г»"™ « »«--
нормальных делителей, члены котооогл п™^36™ Убывающий ряд 
формулами aN=Nt ,7V) для £ ^деляются Рекуррентными

Минимального центрального^^ ЛиВ члены
Р=АгВ, начинающегося с (Л, V называем бЛДи0Г° произведения 
Тами групп А и В, а именно, М член (Гй АГ™" '“““У™"- 
коммутантом. , А >а)р свободным
JРУпп₽ дДиЛВ наИзыва6ем фактор-группу^снобо произвеДение м 
ПО ^-му свободному коммутанту: РУ У своб°Дного произведения

A^)B=(A^B)/k(A,B)p.

^швглв0~“ —(Д, B)Plk(A, B)F. РУ А В- Очевидно, (Д, В)^ =

О есХеХ°н^м^^^^^^ подгрупп группы

жества подгрупп Дв, а € Под комГутХ^ мио-
подгрупп Аа мы будем понимать подгрупТ^^^^ 
ную всеми коммутаторами вида (а , а ) а ів В и»™ °’ поРожден- 
трех подгрупп А, В, С будет оавен f А& R ча.стности> коммутант
Однако, в то впемя «овен (Л’С)={(А,В), (В, С), (С Д))

5}, т. е. из того, что rp^n^ ОДпооожяДГР^^ И3 Равенства 
пами А и В, следовало, что (А В? fCTb ип^ ^°ИМИ подгРУи- 
(чем мы и пользовались в определении 5) л™ ЛЬНЫИ делитель в G 
это уже неверно. Все же и в этом случае б^ее подгруппито (G, (А, В, С,)) = (О (АвЦ? ПпГ* {А’ В’ С} СледУет> 
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Л{Д, В, C)G, если только условиться, что 0(А, В, C)G=(A, В, С)а: Ока­
зывается, что k(A, В, Od=k(A, В)а/АВ,С)о, исходя из чего удается 
доказать следующую важную теорему:

Теорема 4. Для произвольных групп А, В,С имеет место 
изоморфизм

(А (*) В) С^(А*В* С)1к(А, В, С)^

яде Р == А * В * С.
Очевидным следствием теоремы 4 является
Теорема 5. k-e центральное умножение групп для любого 
0,1,2,... представляет собой, вполне правильную операцию.
Действительно, из теоремы 4 следует, что ^-е центральное умно­

жение ассоциативно: (А(#)В)(#)С=А(#)(В(#)С). п„„Лв
Нулевым центральным умножением, очевидно, является прямое 

умножение групп. Первое центральное произведение двух групп вцер- 
вые было определено и в какой-то мере изучено Ф. Леви (4) под на­
званием S-произведения. К сожалению, с содержанием работы Ф. Леви 
мне удалось познакомиться лишь по ее реферату в Math. Review? ( 
Не имея возможности в настоящей статье излагать подробно свойства 
1-го центрального произведения, остановлюсь для примера лишь на 

трех его свойствах (второе из которых известно было уже и Ф. ле-
ВИ (®))’ *

1. (А, ~ МА, А), В^В, В^\
2. (Ах X А2, В)™ =(Аъ В)™ X (А2, В)^.
3. Если А и В — конечные группы взаимно простых порядков, то

<А,^П = 1. • . в
Поскольку 1-е центральное произведение двух групп А и В вполне 

определяется структурой 1-го центрального коммутанта (A, B)z , то 
•свойства 1—3 позволяют утверждать по крайней мере теоретическую 
возможность конструктивного построения центрального произведения 
двух любых конечных групп, ибо; свойство 1 позволяет все свести на 
абелев случай; свойство 2 приводит к рассмотрению одних лишь 
циклических р-групп; свойство 3 означает, что 1-е центральное произ­
ведение двух р-групп по различным простым числам вырождается 
в прямое произведение; произведение же двух циклических р-групп 
•по одному р удается фактически построить. _ >

Необходимо отметить, что из ряда теорем, доказанных Р. ьэром 
в (®), непосредственно следует, что многие свойства прямого произ­
ведения групп переносятся и на все центральные произведения, іак, 
например, центральные произведения двух или произвольного мно­
жества (см. ниже § 3) локально-конечных групп будут локально- 
тсонечны, произведения р-групп будут р-группами.

§ 3. Теорема 5 позволяет говорить о центральных произведениях 
любого конечного числа групп. Поскольку же теорему 4 удается 
распространить на случай произвольного конечного числа групп, то 
мы имеем право определить и непосредственно ^-е центральное произ­
ведение групп Аг, А2,..., А„ как фактор-группу Р/* (Ах, А2,..., Ап)г, где 
Р=Аі* А2* ... * Ап. Наконец, мы можем говорить о центральных 
произведениях и любого множества групп.

Определение 7. Пусть задано произвольное множество групп 
Ав, а€Ж и пусть /7=П*Аа есть их свободное произведение. Тогда 

«С Ж
•фактор-группу Р/к ((Aa)gjj)f называем ^-м центральным произ­
ведением П(А) Ая г р у п п Аа.

«СЯК
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С помощью трансфинитной индукции удается доказать ассопиатив 
кость центральных умножение гру„„ в следующем, наиболее "бХ 

А Если 3^дано произвольное множество групп
“€3», и множество индексов 3ft каким-то образом разбито на

теоретико-множественную сумму 2 попарно 

щихся подмножеств ЗКШ> то

П(А)Да=П(й)( nwAJ.
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