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ОБ ОДНОЙ СХЕМЕ ОБРАЗОВАНИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 27 И 1947)

Пусть Р— функция множеств, определенная на некотором боре- 
левском теле подмножеств Гс и образующая вместе с этим телом 
поле вероятностей в смысле Колмогорова.

Если Гс есть некоторое множество функций а(/, л), определенных 
для всех точек t полуоси неотрицательных вещественных чисел и 
всех х из пространства Ф, принимающих значения а из пространства Г, 
то поле вероятностей {Г, Р} будем называть случайным процессом.

В дальнейшем предполагаем, что Ф и Г являются изоморфными 
гильбертовыми пространствами. Если /’ — некоторая P-измеримая на 
Гс функция, то через Ef обозначим математическое ожидание f и 
через Е {p(s, у) f} — условное математическое ожидание функции/" 
при гипотезе, что a(f, х) на сегменте [Т, есть заданная функция 
р (s, у). Обозначим через И гильбертово пространство функций f [a (/, л)] 
со значениями в Ф, P-измеримых на Г* и удовлетворяющих условию

Пусть Kw произвольное борелевское множество в Г" (Гл — и-я 
топологическая степень пространства Г). Множество всех функций

х) € Гс, удовлетворяющих соотношениям {a(/v хг)— «Д хД... 
.... а(^ xj} € А™, где назовем диф­
ференциальным цилиндрическим множеством (3).

Случайный процесс будем называть процессом класса D, если бо­
релевское тело P-измеримых множеств содержит все дифференциаль­
ные цилиндрические множества.

Прежде всего рассматривается следующий вопрос: существует ли 
для заданного случайного процесса {Гс, Р} класса D функция 
х(£) = 5Д 5|а(5,^)Д] из Н, удовлетворяющая условиям:

х(т)=$, lim —Д|[х(/+Д) —х(/) — 
д-ю А

- [a (t+^x (/)) - a (С х (/))] |[2=0,
Ит ±Е[[Е{№,у)^+^ •

- [а^ДД, х(Д - « Д X О} [|а=0.

Сформулированный вопрос можно рассматривать как обобщение на 
случайные функции, вообще говоря не дифференцируемые, проблемы 
существования решений обычных дифференциальных уравнений.
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Рассмотрим сегмент [т, Г] и некоторые разложения этого сегмента 
на N сегментов посредством точек '^=t0<^t1<Z.. =
Положим Л+1 —— шах Д2 = | а[, а (Л+1, х)— ос if, х) = 8г х it, х).

Условия, накладываемые на случайный процесс {Г°, Р), при кото­
рых в настоящей работе решается поставленный вопрос, сводятся к 
следующим:

I] Е {ф0, | S2 a Ц, х) - 8Z а it, j)} К < И X - у II,
Е{ ..., ₽z-1|||82a(6x)-32a(^j/)||2}<CA2||x-j/|P, 

1|^{РоЛр • ■•Л-ііМ(Лх)}|і<Оо,^ <в>

Е{К ..., РМ)Д2,
ЕКЧ%, 31, Рг -1)<С

для всех х и хотя бы одного у. Здесь Е {р0, Р/-ХІ/} обозна­
чает условное математическое ожидание функции f при гипотезах 
8* «(Л z) = ₽A (г).

Для некоторого {^J определим на [т, Т} функцию xN (О, положив 
xN (г) = ? и xN it) — xN itn) = a it, xN itn)) — a itxN itn)) при tn < t < ^„+1. 
Определенная таким образом функция при любом t и с принадлежит Н.

Если условия (В) выполнены, то имеют место следующие теоремы:
Теорема При фиксированных t мЛ функции xNif) при\<^\^ 

сходятся в Н к предельной функции Xit)—S (т, £ |a(s, у), t), не за­
висящей от выбора последовательности {ojV}. Функция X it) удов­
летворяет. соотношениям (А).

В частности, функция ХЦ) измерима на {ГЕ Р} в следующем 
смысле: каково бы ни было борелевское множество fl в Ф и

•-<1^ множество всех a (s, у) € Г®, для которых 
{XifffXitf), ..., ХЦП)} £ fl, есть P-измеримое множество.

Теорема 2. В Н существует одна и только одна функция 
xit), удовлетворяющая соотношениям (А).

Предположим теперь, что пространство Ф конечномерно и случай­
ные функции a. if х) € Гс с вероятностью, равной 1, трижды диффе­
ренцируемы по х. Через Dr (t, х) обозначим совокупность частных 
производных порядка г функций а(£, х) по х и через || D' it, х) ||2 — 
сумму квадратов этих частных производных.

Допустим, что случайный процесс {Г, Р}, кроме условий (В), 
удовлетворяет еще условиям

II ШЛ, Drit,x)}\\ <C\,
Е {р0, ...,

где r=l, 2, 3; k = 2, 4. Тогда в Н существуют функции Uj^t), 
Uk<l^,t) со следующими свойствами: если Xit), Y it) удовлетворяют 
условиям (А), А(т)=^, К(т)=т], то

E\\Yit)~Xit)~ 2«-^)^(4Д)||а<С(/-Д||-/;-^^, Л = 2,4, 

Е || Y it) - X it) - ~ Uг (4- 0 -

~ Т 2 « ~ Urs t) ? < С it - т) Е 7j - ||в.

Пусть f (5) трижды дифференцируемая в Ф функция, ограниченная 
вместе со своими частными производными до третьего порядка вклю- 
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чительно На Гс рассмотрим P-измеримую функцию /(Х(0) = 
— y),t)\ и положим РДт, (Н).

Те орема 3. Функция дважды дифференцируема по
„ „„„ р.(х равномерно в каждой области |Ю<Р.

Система функций X(t) = S ;0Д| «(s,у), t) позволяет определить 
новый случайный процесс. Пусть а = {^, t* .... произвольная 
возрастающая последовательность чисел из [О, Г] и £2 — произвольное 
борелевское множество в Ф".

^=р0 положим:
ср р П) = Р[{Х(^)ЛО б И], na(Q) = J
‘ Л \ 7 ф

где т(А)— положительная вполне аддитивная функция множеств, 
определенная на теле борелевских множеств Ф, ш(Ф)=1.

Если же ^=0 и П = АгХ Hi, где Аг и Qx -борелевские множества, 
Ф И Ф* \ ТО ПОЛОЖИМ Па (£2) ==J<Pa,(5, ^1) (^)> соответственно, из

А

где а' — К2, ^з, • • •> tn} •
Согласно одной теореме Колмогорова О, функция ПЯ(Й) может 

быть продолжена на некоторое борелевское тело F множеств из 
ф\ где фс—множество всех функций х(П со значения-

МИ Обозначим через Ф° множество функций х(0 (0<^<оо), имею­
щих вид: л(Н = 5[0Д|а(5, т),^. Тогда внешняя мера множества Ф , 
равна единице. На борелевском теле множеств Ф , представимых в 
видеА = Фс-А, где А € Р, определим функцию множеств П(А), поло­
жив: П(А) = П(А) (3). ГГМАТПИЧЯТЬМножество Фс и функцию множеств Л (А) можно рассматривать, 
как некоторый случайный процесс {Фе, П}.

О случайном процессе {Фс, П} будем говорить, что он индуциро 
ван в пространстве Ф случайным процессом {Г, Р}. VoWTT™„r

Пусть X — произвольное множество вещественных чисел. Каждому 
множеству Ах функций а(рх) со значениями в Г, определенных на л 
и на произвольном множестве из Ф, можно сопоставить цилиндриче­
ское множество А функций из Г, отождествляя А со множеством 
всех функций из Гс, совпадающих с одной из функции Ах в области 
определения последней.

Пусть Аг и А2 — цилиндрические множества, определяемые мно­
жествами А. ,, А^где [тг, т2], [т3, т4] сегменты.

Случайный процесс класса D называется процессом класса U/, 
если для любых P-измеримых множеств Аи Ая и для

Р^А^Р^Р^.

Нетрудно доказать: процесс [Фе, П}, индуцированный случайным 
процессом {Гс, Р} класса W, есть процесс Маркова.

В рассматриваемом случае ({Ге, Р} есть №7-процесс) нетрудно про 
анализировать условия (В) и (С).

Пусть
Е {а(^+Д, х) - я х)} =А(А А, х) А,

Е || ф А, х) - ф (А х) ||2+в < К д? (Д)> 
ф(^+А, х)~ф(Л x)=a(M-A, х) —х) —А(6 А, х) А, 8>0, 

Е [фг (f+A, х) - фг (t х)] [ФЧЩ^аЖА^^ Д> х> У}Д’ ,С ---- І окч: 



где Т(А)^О при А^о и Жд.х), B(t, А, л)-непрерывные функции 
своих аргументов. Тогда A(t, Дл)А„ j а<х,х, dx, B(l,x x v)A=

/+Д *
= J x> и условия (В) выполнены, если аг (у, х), brs (z, х, j)

имеют равномерно ограниченные частные производные по х v Если 
же функции ar(t, х) имеют частные производные до третьего порядка 
включительно, a brs (t, х, у) частные производные вида ~ 

г=1, 2, 3, причем все они равномерно ограничены в Ф 
(С) также будут выполнены.

(д^у (дуу ’ 
то условия

Теорема 4. Если f произвольная функция, равномерно 
ограниченная вместе со своими частными производными до треть­
его порядка, включительно, и {Vе P}~W- процесс, удовлетворяю-

ФУЯКЦиЯ удо.лешо-
у/ЬСI!С у ІСОГІІ, Cl Lliu

dF^, 
дх 2 “'(г, 51 V ь-^

=6"К5,5),

{так называемому первому уравнению Колмогорова (2)) 
На основании теоремы 3 при x-^t (Q равномерно при

При доказательстве теоремы 4 не используются 
ствования решений граничных задач параболических 
ных уравнений.

теоремы суще- 
дифференциаль-
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