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ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ТОЧЕК РЕГУЛЯРНО-ВЫПУКЛОГО

МНОЖЕСТВА
(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 14 I 1948)

Пусть Е и Е*  обозначают, соответственно, пространство типа (5) 
и его сопряженное!1). Множество КсЕ‘ называется регулярно- 
выпуклым^), если для каждого f^K найдется такой элемент 
х^Е, что

AW>sup/(x0).

Точка /0 из К называется экстремальной (3), если она не является 
серединой отрезка, целиком принадлежащего К-

В настоящей статье дается уточнение следующей теоремы (3).
Всякое регулярно-выпуклое ограниченное множество из Е*  совпа

дает с регулярно-выпуклой оболочкой множества всех его экстре
мальных точек*.

Пусть /0 принадлежит К и существует элемент xzE, ||хЦ = 1 
такой, что

f0(x)=sup/(x).

Совокупность таких элементов х из Е мы обозначим через А/(/о) 
и назовем опорным пучком, соответствующим точке/0.

Заметим, что если даже К не есть тело, то, вообще говоря, не 
всякая точка К имеет опорный пучок. Опорный пучок может отсут
ствовать даже у экстремальных точек.

Опорный пучок мы будем называть максимальным, если он не 
является правильной частью какого-либо другого опорного пучка.

Йемма 1. Каждый, опорный пучок содержится в некотором 
максимальном опорном пучке.

Доказательство. Пусть М(f^ — данный опорный пучок и 
' трансфинитный номер, для которого уже построена последова
тельность {A}, f^K, &<такая, что

М (fQ с М (у\) при **.

меньшееоболочкой данного множества подразумевается наи-
** обрегуляРно-выпУклое множество, содержащее данное множество.

НОЙ частью3 яЛ й мы понимаем в том смысле, что А является правил ь-
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Строим следующим образом:
1) Если &' непредельный трансфинитный номер, то fa выбирается 

из К так, чтобы Л4 (/> _ 1) с:/И (/>) (если такого элемента fa в К не 
существует, то все доказано).

2) Если &' — предельный номер, то в качестве fa мы выберем один 
из трансфинитных пределов^) последовательности {А} (&<&').
Элемент /а- принадлежит К, так как всякое регулярно-выпуклое мно
жество трансфинитно-замкнуто (2).

Докажем, что

М (A) cz М (1)
& < &'■

По определению трансфинитного предела

inf A(x)<A'U)< sup/»(x), »,<&' (2)

для любого х^Е.
Пусть х С М (/»,). Если то х€/И(/&), и поэтому

-С при всех fa К. Следовательно, учитывая (2),

/U)< inf/a(x)</r(x) f^K).

Это соотношение верно при любом &!<&', поэтому:

/UXА'(X) при всех /САГ их€ 2 ^СА)-
О < &'

Соотношение (1) доказано.
Остается заметить, что процесс построения расширяющихся опор

ных пучков должен оборваться на некотором трансфинитном номере, 
потому что построенные А все различны, а множество А? имеет опре
деленную мощность.

Совокупность всех точек из А", которым соответствует один и 
тот же максимальный опорный пучок М, назовем экстремаль
ной гранью К и обозначим через К (/И).

Лемма 2. Всякая экстремальная грань К (М) регулярно-выпук
лого ограниченного множества К из Е* есть регулярно-выпуклое 
множество, экстремальные точки которого являются экстремаль
ными точками для К-

Доказательство. Докажем, что К (М) регулярно-выпукло, 
а именно: для всякого элемента /0 Е Е* — К (/И) найдется хЛЕ так | 
что А(х0)> sup f(x0).

faK(M)
Если /0 $ К, то существование х0 очевидно. Пусть К (М). j
Если х£ М, то/0(х)<8ир/(л)=ф(х) при всех <р€АД/И).

/Е к
Поэтому рассмотрим два случая:
1-й случай. Найдется xuzM так, что /0(x0)<sup f(x0).

Полагая у0 — —х0, мы имеем в этом случае:

/oUo)> SUP <p(j'o) = ?Uo) при всех <p€Af(M).
Ф с к (М)

2-й случай. При всех xzM выполняется AU)=sup/(x).
ffa
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В этом случае McM(Q, и потому M=M(f0); следовательно. 
Таким образом, этот случай невозможен.

Докаже^м вторую часть леммы.
Если f 0 является экстремальной точкой К (М) и где

Д, то при всяком xzM из равенства f0 (х)— вы
текает fi(x)=f2(x)=/o(x). Следовательно, f1 (x)= sup f(x) при всех 

f^K
х£М. Поэтому и, значит, 7И(/1) = Л1 и fJzKtMY Равен
ство Д—* при flt влечет fx=f2, и потому f0 экстре
мально не только в К(М), но и в Д’.

Теорема. Пусть К — регулярно-выпуклое и ограниченное мно
жество в Е*. Выберем из каждой экстремальной грани по одной 
произвольной точке — „представителю". Тогда регулярно-выпуклая 
оболочка Ке множества Е этих представителей совпадает с К- 
В частности, в качестве представителя экстремальной грани мо
жет быть выбрана экстремальная точка К-

Доказательство. Если /о^Ке, но то существует эле
мент XqGE такой, что /о(А))> sup f (х0). Ясно, что существует эле-

/С ^Е
мент g^K такой, что

До W = sup f (х0) > sup f (x0\

t. e. xocM(go\ Согласно лемме 1, существует максимальный опорный 
пучок М, содержащий М {g^. В экстремальной грани К (М) имеется 
элемент h0, попавший в Е; неравенство

^о(^о)=<?о(-«о)> sup /(xd)
fzKE

является поэтому противоречием. Следовательно: Ке=К.
То обстоятельство, что множество Е может быть выбрано состоя

щим из экстремальных точек К, прямо вытекает из леммы 2.
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