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МАТЕМАТИКА

С. 3. БРУК

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 2911948)

Обобщая определение параболичности И. Г. Петровского Д), мы 
будем называть систему

duj 
~дГ ■ (t; , x„) д' и,_ 

дх*г . . . dxkn1 п
о (1)

параболической в полосе t0 t Т, 
Х-матрицы

если характеристические корни

\Е — 2
kn

. . , Хп) (zaj**. . . (zoc„A

удовлетворяют условию

ReX^, . . . , ая; — о < О

для всех t\ xlt.. ., хп в полосе и всех вещественных
ар .. ., ии, сумма квадратов которых равна единице, где 8 постоянное.

Предполагая, что коэффициенты А*“”ая (t\ х) непрерывны и 
ограничены в полосе вместе со своими производными по
хр...,хя до М-го порядка, мы построим фундаментальные решения

ZSi(t-,K-,x-,^ (i, s=l, . . . , N)

системы (1), т. е. такие решения, при помощи которых решение 
задачи Коши в полосе ta ■< t Т выражается через начальные данные

хр . . . , xa)\t_t=fl{x1, ... ,хп) (2)

по формулам

«і(^;х1,...,хя)= J yiZsi(t-t0-x-K)fA^---^n)dl1...d^n. (3)
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При этом мы будем следовать методу Леви (2)
*,■■■■■*.. стоящие иод знаком Ag>(Z;x), аре.метрами .. . , уп. Тогда получим систему 4 7

^ui X1 Л . k /,
dt k ij n^’ ^1’ • • • ’

3, «1, ■ ■ • ,

dMUj
(4)= 0

дх^ . . . дхкп п

с коэффициентами, зависящими только от t
Фундаментальные решения системы (4); как известно (9, имеют

ИИД ' 7

—co

где vt (t, t i, у, а) в полосе удовлетворяют системе обык­
новенных уравнений

бМ- ч Ь ь
dt ~~ Aij П^’У1’ ■ ■ ■ ’ УпЧ^іЎ'■ ■ ■ (iocn)kn tQ\

а при t~z — условиям

*У"«"ен™ьные решения Z’ первоначальной он- 

; Z} (/; т; х; ^) — и( (t; t — т; х; х— £)-ф-

+ 5 dt< S ^^^ — ^\х\х~х'} yr (f, т; Х'; dx; .. .dx' х — da r 1 n

(Л5,г=1, . . . , N), 

rAs , t; x ; пока неопределенные функции

К] (t- т; х; _
dt 

_ X1 -dMu?(t;t — т’х’х—El2 Аа Хг, ■ • . ,Х„) -----IZ1------ _
І, kl, • • .,kn дх£1 . . . dxkn11

Обладают ^дующими свойствами:
) лг(г,т,х;4) непрерывны в каждой точке (t 2)

2) Вне окрестности Q (т, ?) точки I) k 1 ’ ’’ 

1^^;пх; ?)|<CY(/_ T)Y (8)

(где Су —постоянное и у достаточно велико] 
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3) Во всем пространстве t, х

I К' (t; х; х; с) I < ----------—-------------- (9)
(/ — т) мг(х—

у где С — постоянное; а, 0<а<1,—произвольное и г (у)—]/' 

Лемма 2. Пусть ф? (^;т; х; Q обладают следующими свойствами: 
1) фД£; т; хД) непрерывны в каждой точке t, хфх,?,.
2) Вне окрестности Q (тД) точки . фД^;т;хД) ограничено.
3) Внутри окрестности Q(t, 5)

| ф/ т; х- |<--------—-------------- (Ю)
(t — X) Мг(х — £)«-’+“

(где М >0 задано-, а, 0< а< 1,— произвольное число и В постоянное}. 
Тогда для точки (t, х)^=(х, О

+°о

lim i ^uri(t;,t — t';x;x—x')ty(t';x;x’;tydx'l...dx'n=
—ОО Г

= (11)

Допустим теперь, что искомые фундаментальные решения Д?(/;т;хД) 
системы (1) действительно могут быть представлены в виде (7), при­
том с функциями х;т;£), удовлетворяющими условиям леммы 2.

Тогда в силу лемм 1,2 следует, что т; хД) необходимо 
удовлетворяют следующему соотношению

^(^;т;хД)+?ДЛ,г;хД)-Ь

+ 5^' j '^Kri(t-,t'-,x-,x'}^r(t,-x-,x'-,c,}dx[. . .dx'n = Q. (12) 
г —со Г

Это система интегральных уравнений типа Вольтерра. Решая ее ме­
тодом последовательных приближений, можно показать, что:

Лемма 3. Существует решение <?'(£; т;хД) системы (12), удов­
летворяющее условиям 1), 2) и 3) леммы 2.

Подстановкой решений ^(^т-.хД) системы (12) в формулы (7) 
мы получим решения Z* (t\ т; хД) системы (1).

Пусть fs(xlf . . ., х„)— произвольные непрерывные и ограниченные 
функции. Составим выражение

+°°
Ф- j , Хп}— j > -) fs (э> ■ • • , ^п) (13)

—co 5

Очевидно, что ut (t; xlt ... , хп), доставляемые формулой (7), являют­
ся решением системы (1) в полосе поскольку Zi (t-, t0; х;?,)
является таким решением. ■
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Покажем, что это решение «г(^;х1; . . . , х„) удовлетворяет началь­
ным данным

«2 хи Х„) I (хъ . . . , х„); (14}

тем самым будет доказано, что доставляемые формулой (7) решения 
Z* (£; т; х; 5) являются фундаментальными решениями.

Лемма 4. Для функций.
t

(t; ty, x; £) = j dt J V u\ (t\ t — ^0; x; x — £) (('; ty, х'; 5) dx\ . . . dx'n 
t, r

справедливо следующее соотношение-.

і ... Х)^. . . ^„ = 0. (15)
* I в 

----CO 5

В силу (11) и (15) следует (14), что и требовалось доказать.
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