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МАТЕМАТИКА
Ф. И. ФРАНКЛЬ

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ ЧАПЛЫГИНА

(Представлено академиком Л. С. Лейбензоном 25IV1947)

С. А. Чаплыгин в работе (г) ввел решения уравнений газодинамики 
вида фп=гл(т)зіп2пО (i=w2/®w2, ® — модуль скорости, wmax — 
максимальная скорость истечения). При исследовании смешанных до- 
и сверхзвуковых течений особенно интересно отношение zn (^)/zn (т’), 
где т*=(х—1)/(х4-1).

В нашей работе (2) мы нашли асимптотическое разложение вели
чины zn (т*)/г„ (т*) вида

-"К,<*+Аг?'+ ■ ■ ■ +л*"-“'3)+^й- (1)

Практически оказалось, что при применении четырех членов эта 
формула дает точный четвертый знак после запятой, начиная с п—4, 
а при п=1 ошибка равна ~ 0,01 (3).

Этот результат может быть усилен: мы докажем асимптотическую 
формулу вида

sn/2 (т) 

^/2^‘)

(fi ^3f(\

„2*/3 " л2(*+1)/3 (2)

с оценкой остаточного члена и его производной:

Лл+1Г(?)|<А(Л+1). (2а)I А^+1) (S)l< Л(*+,),

При этом

Формула (2) верна при '^>0 (0<х<3‘).
Функция £л(т]) определяется из условий:

(-о) + ^(^)^(^) — С„(0)=1, Сп(+оо)=0, (3)

где
г1п -^^о+М+МН---. (4)2^7) (1 _Т)П- 4

Функция л(£) — это функция Эйри(4), определяемая из условий:

Х"(0-Щ0=0, л(0)=1, Х(-фоо)=0.
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Функция >У>(£) определяются из условий:

kW(0)=X«(+oo)=0, (5)
где 

® — [bi-x К ®+bi-2 ^-2 ©+ ... + Ьо (5а)

Пользуясь методом понижения порядка, получим:

i di'
J *г(О о □О

(6)

В самом деле, эта формула дает Xw(0)=0.
Уравнение Х(,)(оо)=0 доказываем рекуррентно одновременно с до

казательством оценок вида

!Х«(?)!<ДХв(?), (7)

где е — любое число, удовлетворяющее неравенству 0<е<1,. 
Вторая формула (7) выполнена для Х(?):

[ к' (?) | = П' X (?') di,' = X® (?) ( 5 к1^ (£') ?' di' <

J ' J V©/
& е

< к\?)/k'-^?')?- di1 < дк9(?) (1 >s>o).
е

Если формулы (7) выполнены для к<0, к(2), к^0, то отсюда
следует формула вида

[^а)і<л(і+г')к9(?)=
= Д(1+?'-1)кв-8(?)к8(?)<Д1кэ(?) (1>&>8>0). (8)

Но тогда формула (6) дает для кО(?) оценку:

іх(і,(О|<хг(?)
£ Е'
(' >^£Н) dvJ Х'-Э(£') J к'+е(?')

0 СО

5 °р >
<ДхкЧ$ J " ^di" di' 8>е>0.

о Е'

Наконец, имеем

ОО
= (?) f Г~Х(?') О+П X1 (?), г > x > О,

J л (5)
Е

Таким образом, формула Х(г)(4~оо)=0 доказана. Одновременно 
с этим доказано, что Х(1)(?) стремится в бесконечности к нулю быстрее* 
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чем любая отрицательная степень. Кроме того, если учесть формулы 
(5а) и (6), а также формулу

г г 5

О ОО сю

то видно, что XW(S) является суммой конечного числа положительных 
н убывающих (быстрее, чем любая отрицательная степень 2) функ
ций 5, взятых со знаком плюс или минус.

Перейдем к оценке остаточного члена Л^+б (£) и его производной. 
Имеем:

°" (£) _ ^+I) (?)+ д^+іу 0)=

=— а; ь (п-^ ?) X' ($)+$*-’ а;^ ь (п~^ &) \w (0+..,
... (9)

где ^o4Ari+ • • • +б»-і Ь^), функции Ь(т^) и ЫЬМ
ограничены.

Решение однородного уравнения

Л" (5) — U (£)+b (п~^ 5) Л' (?)=0, (Ю)

определяемое краевыми условиями j\.(0):=1, А(~Чс,о)=^0, совпадает 
с (см- уравнение (2)). Согласно С. А. Чаплыгину (П, эта
функция убывающая при ;>0. I ^,0'1)1 также убывающая функция 
при ^>0.

Следовательно, получим, применяя метод понижения порядка,
$

A»+'>(E)=C,O-V.S) _ Сл»+О(Е") В (n-v. m".

О оо

где В=ў К/т\.
Отсюда, учитывая, что и В— убывающие функции, получим;

$ 00

I (?) J < J d? f I ($") I < A^+o, 
0 s'

Эта оценка не зависит от п.
Для Л^+О'^) имеем

Л^+1)'($)=
г 5'

Q (П-'I- E)fх f Л<м »(Г) („-■/.Г) в(п^.

о о

е

J11-+" (п^
сю

(11)

(12)
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откуда

г с' (п*1*И гІ Л№+»- ($) ] < п~Ч. j ( | ] ^"+

о г
+ ІІ^+,,(О|^'. 

Е 1
(13)

Но для логарифмической производной СУ^)/Сп(д) имеем, согласно 
С. А. Чаплыгину (г), оценку

^ = £ —(14)
^(ч) * d^ Ц J—т 1 1-тГ „ J и ’ V /

где ₽ = 1/(х — 1), 0<&<1.

Имеем, очевидно,
1-23— <Ач ^<А(|ЛГ + 1),

1 — т drt
откуда

■утт^< Q/д + 1) (Ут^/гУЦ (15)
W 1 \ П1* /

и, наконец-:
(іб)

независимо от п. Таким образом, асимптотическая формула (2), (2а) 
доказана.

Поступило 
25 IV 1947
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