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1°. Пусть X— линейное полуупорядоченное пространство типа S5, 
т. е. удовлетворяющее пяти аксиомам Л. В. Канторовича (х). Предпо
ложим. что в нем существует единица, т. е. такой элемент 1, что 
inf (х, 1)>0 для любого х>>0. Обозначим через Хо множество всех 
ограниченных элементов х С X, т. е. таких, для которых выполнено 
условие |х|<^С-1. Хо также является пространством типа S5. Кроме 
того, в Хо можно определить норму || х ||, полагая ее равной наимень
шему из чисел С, удовлетворяющих указанному неравенству. Таким 
образом, Хо становится пространством Банаха — типа (В).

Известна следующая теорема (М. Крейн и С. Крейн (2), Sh. Kaku
tani (3)): пространство Хо изоморфно и изометрично множеству C(Q) 
всех вещественных непрерывных функций, заданных на некотором 
бикомпактном пространстве Хаусдорфа Q (Хо) *.  Это пространство опре
деляется однозначно с точностью до гомеоморфизма. Функцию, 
соответствующую элементу х, мы будем обозначать x(Q (t € Q).

Однако, если взять произвольное бикомпактное пространство 
Хаусдорфа Q, то множество С (Q) будет представлять линейное полу
упорядоченное пространство типа Х4, т. е. в нем может не выпол
няться аксиома о существовании точных границ у всякого ограничен
ного множества. Мы можем доказать следующую теорему.

Теорема 1. Для того чтобы множество C(Q) было прост
ранством Ss, необходимо и достаточно, чтобы в Q замыкание 
любого открытого множества было также открытым множест
вом (условие А).

Пусть Q удовлетворяет условию А. Введем в рассмотрение обоб
щенные непрерывные функции на Q, допускающие на нигде не плот
ных множествах значения Ц-оо и —оо. Множество всех таких функций 
обозначим (Q).

Теорема 2. (Q) — пространство типа S5 с единицей.
В доказательстве наиболее существенным пунктом является опре

деление суммы двух функций х1(^)+х2(/) в точках, где хД^^-фоо, 
х2(£)=—оо. Это удается сделать, доказав, что существует единствен
ная функция x(t) Е (Q), совпадающая с суммой хДТ)-\-хДЕ) всюду, 
где эта сумма имеет непосредственный смысл.

* Под изоморфизмом мы понимаем линейное взаимооднозначное соответствие, 
сохраняющее упорядочение. Норма в С (Q) определяется обычным способом: 
|| х || = max | х (t) I.

t € Q
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Приведем определение, принадлежащее А. Г. Пинскеоу РУ линей 
ное множество X. в пространстве А типа 53 называется его нормаль
ным подпространством, если оно само представляет поостпанство типа S5 и если из х € X, и |_у|<И (у £ А) следует v ^Т?раНСТВ°

Следующая теорема является обобщением теоремы Крайнов — 
Kakutani. 1

Теорема 3. Всякое пространство А типа S. с единицей изо
морфно некоторому нормальному подпространству Сх (Q), где 
Q Ио?

Для установления изоморфизма достаточно представить каждый 
в виДе ^=supx„, где x„=inf(х,п-1), и положить 

x(0=supx„(0- Включение х (t) € Сх (Q) легко проверяется. Для 
произвольного х полагаем x(f)=x — x_(t).

Напомним еще одно определение А. Г. Пинскера (4): пространство Y 
является расширением пространства А, если А—нормальное подпрост- 
Раиство Y и если в Г не существует элемента у о, дизъюнктного 

inf(|x|, Ш)=0 выполнено при 
всех х t х, то у—0). Расширение называется максимальным, если оно 
содержит всякое другое расширение. Из теорем 2-3 легко следует 
одна теорема А. Г. Пинскера:

Теорема 4. Для всякого пространства типа S5 существует 
максимальное расширение с единицей (®).

Для доказательства нужно представить данное пространство А 
в виде прямой суммы попарно дизъюнктных подпространств А- с еди
ницей (возможность этого также доказана А. Г. Линекером И)? к каж- 
поостоа^етв*  ТТЛ «"3 п“реа У 3’ а Затем о6Раз°ва™
ространств си {Q[(^)al} *.  Это и есть требуемое максимальное 

расширение.
2°. Для любой вещественной функции x(t) (/ € Q) можно опреде

лить функцию-максимум:

Хтях (^о) — inf sup X (t\ 
и (Ц) t £ и (4)

1 де U (t^ произвольная окрестность точки /0. Известно, что лтах (/)_  
™ХпРеРывная св W Функция- Аналогично определяется ф'ункция-

Лемма. Если бикомпактное пространство Хаусдорфа удов
летворяет условию А (см. теорему 1), то функция-максимум вся
кой полунепрерывной снизу функции непрерывна.

Аналогичное ^утверждение имеет место для функции-минимум 
полунепрерывной сверху функции. С помощью этой леммы можно 
установить смысл точных границ и (о)-сходимости в пространстве 
Ссс (У) и его нормальных подпространствах.

Теорема 5. Пусть С (Q) (Е С 2). Для того чтобы мно- 
ок ство (ЛИ было ограничено сверху, необходимо и достаточно 
чтобы множество функций {x^t)} было ограничено сверху совсем 
пространстве Q за исключением, может быть, некоторого нигде 
не плотного множества. При этом, если x=sup%;, то

где у(^ = ^хг(^. (1)

* Это определение введено также в работе S. Bochner’a и R. S. Phillips’a (9)
- 1. е. множество всевозможных наборов функций, по одной из каждого из этих 

пространств, с естественным определением линейных операций и упорядочения.

734



Отметим, что в условии достаточности нигде не плотное множество 
можно заменить множеством I категории*.  Если же sup%£ = -фоо, то 
в Q существует открытое множество, на котором всюду, за исклю
чением множества I категории, sup х. —

Для ограниченности множества в каком-нибудь нормальном 
подпространстве Ст (Q) необходимо и достаточно, чтобы функция 
-у (О (см. (1)) принадлежала этому подпространству.

Теорема 6. Пусть х„ Е Ст (Q) (n= 1, 2,...). Для существования 
конечного х—(o)-lim хп необходимо и достаточно, чтобы сущест
вовал конечный Ишхя (/) при всех t за исключением множества I ка
тегории в Q. При этом условии функция x(f) определяется так:

Х № = OOmin (0 UnJmax (0- (2)
где у или y(t)=limxn(t).

(О)
Теорема 6'. Для того чтобы е Сх (Q), необходимо

и достаточно, чтобы множество функций х„ (t) было ограничено 
снизу во всем пространстве Q, за исключением множества I кате
гории, и чтобы в Q существовало открытое множество, в кото
ром всюду, за исключением множества I категории, Пт — +<»• 

(о)
Замечания. 1. Если хП-*х,  то xn(f)-+x(t) всюду, за исключе

нием множества I категории.
2. Если х„ образуют монотонную последовательность и хп x(t) 

(о)
на всюду плотном множестве, причем x(t) t Ск (Q), то хп->х.

3. Если все хп принадлежат некоторому нормальному подпрост
ранству (Q), то для существования конечного (o)-limx„ в этом 
подпространстве необходимо и достаточно условие теоремы 6 и огра
ниченность множества {хп} в этом подпространстве.

3° . Теоремы 3 и 4 открывают новый путь для введения операции 
умножения в пространствах (7). Именно, если x(t) и _y(Z) € (Q),
то полагаем (xy)(t)=x(t)-y(t). Это произведение всегда существует. 
В нормальном подпространстве (Q) пользуемся тем же определе
нием, но при этом считаем произведение существующим, если произ
ведение функций принадлежит тому же подпространству. Такое опре
деление произведения эквивалентно дававшемуся мной в (7), но 
доказательство некоторых результатов становится проще.

Обратный элемент определяется следующим образом: пусть 
. А — Е (x(t) >0), В=Е (х(/)<0). Тогда 

t t

—при t € АА-В — 0 
X (О \ос

%“1(Z) = < -j-oo при t € А— А, 
• —оо при t С В— В, 
( 0 при t € Л-\-В.

Легко видеть, что в (Q) любой элемент имеет обратный, а в 
нормальных подпространствах обратный элемент существует в том 
случае, если указанная функция принадлежит тому же подпрост- 

;ранству.

* В бикомпактном пространстве Хаусдорфа ни одно открытое множество не может 
быть I категории.
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4°. Из теоремы Stone’a о реализации всякой дистрибутивной ал
гебры Буля в виде семейства всех одновременно замкнутых и откры
тых множеств некоторого бикомпактного пространства Хаусдорфа Q 
(8) сразу следует, что каждая дистрибутивная алгебра Буля может 
служить базой единичных элементов некоторого линейного полуупо- 
рядоченного пространства типа Х4. Этим пространством будет C^Q). 
Из нашей теоремы 1 следует, что если в данной алгебре Буля вся
кое ограниченное множество имеет точные границы, то получающееся 
пространство С (Q) будет типа Х5.

Поступило 
23 V 1947
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