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ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ВОКРУГ ШАРООБРАЗНОГО, 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО И ИГЛООБРАЗНОГО КРИСТАЛЛА, 

РАСТУЩЕГО В ПЕРЕОХЛАЖДЕННОМ РАСПЛАВЕ
(Представлено академиком М. А. Леонтовичем 15 К1947)

Рассматривается рост одного кристалла в переохлажденном расплаве 
при следующих условиях.

Твердая фаза имеет по всей массе t=tk. Температурное поле жид­
кой фазы, принимаемой неподвижной, подчиняется уравнению Фурье:

На границе раздела фаз:
* = tk

5/ 2/— — а^Ч. 
дт U)

(2)

(3)

где К — коэффициент теплопроводности расплава, q— скрытая теплота 
кристаллизации, у — удельный вес, одинаковый у обеих фаз.

Температура расплава на бесконечности:

t = (^>U- (4)
Некоторые решения этой задачи были получены следующим спосо­

бом.
Преобразуем условие (3), заменив на —уи развернув вы­

ражение градиента:

\дх) + wJ + \dz) К )' ’
L Jtk х ' ’k

Введем в условие (З') произвольную функцию температуры f (f) и 
будем рассматривать получившееся выражение как дифференциальное 
уравнение:

Постановка задачи: найти все поверхности фронта кристаллизации 
и отвечающие им температурные поля в жидкой фазе, удовлетворяю­
щие дифференциальным уравнениям (1) и (3м) и краевым условиям 
(2), (4) и (З').
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Порядок решения задачи: отыскиваются интегралы нелинейного 
уравнения первого порядка (3"), в которые входят произвольные 
функции; вид последних определяется с помощью уравнения (1), а 
произвольные постоянные с помощью (2), (4) и (З').

В некоторых случаях оказалось возможным найти вид произволь­
ной функции и тем самым решить поставленную задачу.

Полный интеграл уравнения (3"), полученный общеизвестным ме 
тодом Лагранжа—Шарли, имеет вид:

1 _L С 2 I С2
----- F ^х + С.у + + сзт + Cv
f dt

где F(f) = ; отсюда
(x + Cxy + С а + С3т + С4).

(5)

Этот вид решения удовлетворяет уравнению (1), но интереса не 
представляет. Исключив из полного интеграла (5) все произвольные 
постоянные, получим особый интеграл:

V 4лт / \4ат/ (6)

С помощью уравнения (1) определяем вид произвольной функции 
Ф. Она имеет вид:

Ф(и)=С
в~& г -
—-----/ л (1 — erf (ц)) -с" «сч^нс1',

где I г R г г
-------  = ■------------—Ил — • 
iVaz 2VazR Я

(7)

(8)

Здесь R— радиус сферы, являющейся поверхностью раздела фаз 
(г>А9-

Учет краевых условий (2), (4) и (З') приводит к уравнению для 
определения ид

=2Т(ц0)^ /о (9)

(здесь с — теплоемкость расплава) и к искомому выражению темпера­
турного поля:

z~ — Л-М (10)
R - 'о Ч' («о) ’

Температурное поле вокруг цилиндрического кристалла, получен­
ное аналогичным путем из уравнения (6) для плоского случая:

* — 4> __Ei (-и2)
Ei f—z/q) ’

где определяется из уравнения:
2

O(^=_„*e!'0Ei(_„0?). (12)
q

Отмечаем, что в обоих случаях продвижение фронта кристаллиза­
ции пропорционально корню из времени, что следует из выражения 
(8) для Uj. Изотермические поверхности являются сферами для пер­
вого случая и цилиндрами — для второго.
563



Задавая в полном интеграле (5) произвольные связи между произ­
вольными постоянными и исключая последние, найдем общие инте­
гралы.

Из различных видов исследованных связей представляет интерес 
линейная связь

С^тС2, (13)

которая приводит к следующему общему интегралу, описывающему 
рост иглообразного кристалла:

t=Ф (- z — тъ Р / г2+(z+/пт)2). (И)

Изотермические поверхности в этом случае являются софокусными 
параболоидами вращения, а для плоского случая — софокусными па­
раболическими цилиндрами.

Определяя с помощью уравнения (1) вид произвольной функции Ф 
в решении (14) и произвольные постоянные с помощью (2), (4) и (З'), 
получаем выражение температурного поля вокруг иглообразного кри­
сталла, растущего в переохлажденном расплаве:

Ei Г———«А г________________

= -... , гдег^]/ (15)
tk-ta „.I wR\ I/ \Rj \ R J R •

LI —----- - J *( 2a J

Здесь 7? = const — радиус кривизны вершины параболоида, являющего­
ся поверхностью раздела фаз (г>-= 1), w = const-—скорость роста 
иглы в направлении ее оси.

Параметр wR/2а определяется условием

с(R — Ц =_ е “’Я/217^ /_ 
q 2а \ 2а /

(16)

Задавая скорость роста иглообразного кристалла w на основании 
тех или иных соображений, делаем задачу определенной.
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