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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

А. Б. ДАЦЕВ

О ЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧЕ СТЕФАНА
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Рассмотрим две бесконечные среды, представляющие твердую 
и жидкую фазы одного тела, например воду At и лед А2, соприка
сающиеся по одной плоскости, перпендикулярной оси х, на расстоя
нии s от начала координат. Рассмотрим случай, когда пространственно 
процесс будет зависеть только от х. Пусть от х = — оо до x=s 
находится Аи а от x=s до х=» А2. Если и^х, t) и и2(х, f) озна
чают температуры фаз А± и А2, то они будут удовлетворять уравне
ниям теплопроводности

= (-OO<X<S), (1)1 дх1 dt v 7

= ■ <г>

Начальные условия будут

и^х, z‘0)=Y0(x), и2(х, г‘0) = Ф0(х), (2)

где Yo и Фо — данные функции; для нашего случая, очевидно 
|^oU)|>O< | $о (Л) К 0. В точке x—s (Z), где температура постоянно 
равна нулю, имеем условие:

(3) 
at ох ох

Задача Стефана состоите следующем: определить функции 
и^х, t), и2(х, t), s(t), удовлетворяющие (1), (І'), (2), (3).

Эта задача решена Стефаном (х) в случае, когда Фо и Фо постоянны. 
Общим случаем занимался М. Brillouin (2), но решения не получил. 
В случае двух сред конечной длины и /2 очень общее решение 
дал Рубинштейн (3). Случай /г = °о и /2 = оо не может быть получен, 
по моему, как частный случай из работы (3) помощью предельного 
перехода. Мы даем решение этого случая. Метод, употребленный 
здесь, вполне отличен от того, которым пользуется Рубинштейн.

Вначале решим следующую вспомогательную задачу. Пусть А 
будет одна из фаз (соответствующий индекс, например 2, опустим). 
Для t—t0 имеем и (х, /0) = Фо(х) (х0<х<°о). Начиная с момента 
Z=/o, температуру граничной точки О (x=s) поддерживаем равной 
нулю и одновременно заставляем О двигаться по определенному 
закону x=s(0. Нужно найти и(х,/) для х>х0 и для времени 

Т фиксировано).
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Допустим, что s(t) имеет производную s(f)>0 в интервале 
(^0, То) = Т. Разобьем 7 на и частей, соответствующих моментам 
времени Zi, t2,... ,tn — T 0, Моменту tt соответствует на
оси х точка О, Рассмотрим сначала случай, когда Ог
движется скачками, т. е. О; неподвижна для а для
мгновенно перескакивает в Oz+ь Таким образом, вместо линии s(t) 
будем иметь ломаную sn(t).

В интервале функция ut будет удовлетворять (Г) (х > xz, £ > ^), 
начальному условию щ(х, t) = Фг(х) — щ~\ (х, и условию на границе 
й;(х0, £)=0. Она представится, как известно, в виде

ОО

щ (х, 0 Фг (az) Et (х, xh а..п t — ty d^, (4)

ГДе . E.=Ei_— Ei+, (4')
(Kj-xy (а^х^х^

Ei- = e—-------- , Ei+ = e------- ----- —. (4")
Чау Tz(t—ti) Ча\/тс (t-tp

В (4), где Ф, (х)=«/-і (x, tj) выразим ui~\ через ut-2, используя 
формулу (4) (z заменено на z—1) и одновременно изменим порядок 
интегрирования, потом выразим и(~2. через и-^ и т. д. Получим

* 00

и^х, /)=J Фо (а0) (х, [хф а0, t —10, [Д^-1])^а0, (5)
Ло 

00

= §Ei (х, Xi, ар t - Е^ (a.,, [xz-z], a0, [U^d^. (5')

В аргументе Е^ мы писали [хф Это означает, что Е^ зависит от 
всех абсцисс х0, х1;..., х{. То же самое для [Д£ф Таким образом, и, 
является функционалом ut ([sj) по отношению к функции sn (f), так 
как Ui зависит от всех ее значений в интервале Т (при i—ri). Посред
ством рекуррентной зависимости (5') можем вычислить все функции 
Ем (/=1, 2,..., и), Следовательно, и все и,, т. е. функцию и(х, t), 
соответствующую линии sn.

Так как х —xz>0, xzCa;<oo, (4") дает, что | Et-\ > | Еі+|. Пусть 
Ф0(х) ограничена, |Ф0(х)|<Л4. Заменим в (4) для z=0 Фо на 
М и Ео на Ео-, воспользовавшись (4"). Используя подстановку 
Z—(a0 — x)/2ayr\t—t0), будем иметь из (5) или (4):

00

|«о(-МИ<^ [ ^'dt (6)
V71 .J

2а t — і„

Заменяя нижний предел последнего интеграла на — оо. и усиливая 
таким образом неравенство, получим | иа ] <( М. Заменяя в (5) (для 
г = 1) и0 на 7И, таким же образом получим \u-i\<ZM и т. д., будем 
иметь \и,{х, (z = l,2,Очевидно, функция и остается
ограниченной, когда п^<х.

Разобьем снова интервал Т на п частей новыми моментами t], ко
торым соответствуют x'.=s(Q. Повторяя прежние рассуждения, полу
чим вместо ut (5) функцию и^ (х, /), получающуюся из (5) штрихо
ванием t.t, xt, Ем ■ Так как для получения ир для определенного р 

мы заменим в функционале z/p([sp]) кривую sp кривой 
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s' мало отличающейся от sp, то ир изменится на ^ир = ир — ир. Из
менение 8ир находится из формулы (4):

‘■р .
3«p=J S) (7)

Производная ир дается выражением
• А//= (8)

а-^0 До

где Аир представляет изменение ир, соответствующее изменению s 
в окрестности только одной фиксированной точки t = а Да соответ
ствующее изменение поверхности, заключенной между 5 и осью t.

Рассмотрим линию s’, совпадающую с sp в интервалах (Zo, и 
(Л+1, tp). Выберем в интервале-Д^=Л+і—t, точку Д^ =Л+і— h. 
Пусть линии sp и s’ совпадают и в интервале Ati—h — th а в интер
вале Д^ имеем sp=s(ti). Их разность будет ^sp=sp—sp=s (^)— s(/.)= 
=s (Zz) Д^, a Да=х (^ДД^Д^ .Образуем по формуле (5) функции ut (x,ti+i) и 
d^x, £. имеющие для Z=/z общее начальное значение (х, t^, 

и^х., ^)=0 Для разности Д«(. получается:

Дй;=и} (х, ti+,) — ut (х, ti+^= J da^ (az, tt) ^Ef, (9)

co
SEi—^ E^(x, Xi, a5, X,, a.^AQda.t— E^x, xit ait SQ. (91)

xl
Считая Фі(х) = йі(х, ti+\) и Ф'(x) = и\(x, ti+^) начальными значе

ниями функции ир и ир, можем составить посредством формулы (5) 
функции ир и ир, используя (9). Находим:

Аир=ир — ир = ЬщЕ^ dv-i, (10)
^+і

где Е^ получается по формуле (51)- Посредством простых, но до
вольно длинных вычислений найдем значение интеграла в (9'). Тогда 
убедимся, что Дй.уД^Д^ стремится к конечному пределу, когда 
Д^-»0 и Д^-»0. То же самое будет для ДиуД^/^-Д^. Следовательно, 
иД9) существует. Если таким же образом варьировать кривую sp 
сначала около точки потом около £2 и т. д., получим, что 
ир существует для каждого t=^. Обозначая через N верхнюю гра
ницу ир, найдем из (7)

ьир < N J 8s/; < N 8М ^р— f0), (11)
t,

где оді — максимальная вариация sp в интервале (Zo, tp), так что 8и 
стремится к нулю вместе с Злі. Следовательно, и, (5) стремится 
к определенному пределу и(х, t), независимо от того, каким образом 
/г-»оо, если только все Д^-^О одновременно. Этим доказано, что 
решение единственно.

Мы изучали процесс в одном определенном интервале времени Т 
но ясно, что рассуждения справедливы для произвольного Т.
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Введенное для удобства ограничение s(0>0 несущественно и может 
быть опущено.

Почти очевидно, что найденная предельная функция и(х, t) удов
летворяет (Г), так как она построена из элементарных решений 
уравнения (Г). Для того чтобы доказать это строго, вычислим из (5) 
производные «/4-1, < и «і+і, Л (г= 1, 2,...) для фиксированного х и 

е->-|-0. Полученные производные и их предельные значе
ния для t—ti+\ удовлетворяют (Г), что легко проверить непосред
ственно. Нетрудно проверить, что и^х, — «Z+I> z(x, 6+i) стремится
к нулю вместе с Д6, т. е. ut, t непрерывна. То же самое получается 
для щ, х • Следовательно, найденная функция и (х,f) удовлетворяет 
(Г) в каждой точке плоскости х, t между х и кривой 5, исключая 
точки кривой S.

Теперь нетрудно решить задачу Стефана. Разобьем интервал 
(6, 4 + ^), в котором изучаем процесс, на п частей посредством 
точек 6, соответственно xz=s2. Рассмотрим такой процесс, при кото
ром в интервале Д^ абсцисса s остается равной s2, потом сразу 
меняется на s;+i. Тогда в интервале Д/2 температурная функция А2 
будет и2, і , данная (5) (ц2 и а снабжаем индексом 2), а цг для Аг будет 
ut,i(x,t), данная (4), где пределы интегрирования суть — °о, х0 (а за
менено на а± и Ф2 (х) на Т (х)). Применяя эту формулу многократно, 
получим, как в (5),

U, 0= f то («о) «о- — Л» (12>
— ОО

где F^ получается из (51) заменой а на а^. Неизвестные изменения 
s; определим, используя (3). Рассмотрим для времени t (fa 6+1} 
следующее условие, заменяющее (3),

ds , д“і, і , dlh, і
1 ^2
1 dt 2 дх (13>

где в правой части (13) х заменено на sv Тогда правая часть (13) 
представляет известную функцию t. Интегрируя (13) по / от до 
6+1 и суммируя равенства для г=0,1, 2,... ,р (р^п), получим

л-1 р-1 'Ф1 д д .

s(^)-s(6)=2[S^+l)-5(6)]= <14>
1=0 i==0 J \ ах ох )

и
Заставим в (14) п-»оо и все Д/2->0 одновременно. Так как «і,/, «г, г 

и их производные при n-^со стремятся к определенным пределам, 
правая часть (14) стремится к определенному пределу—функции от 6 
А так как при Д6~*0 условие (13) становится идентичным условию' 
(3), то (14) дает искомое решение s(f). Зная s2((), т. е. s(t\ из функ
ций «г, і (5) и «р і (12) получаем искомые функции и2(х, /) и и^х,

При конкретной проблеме мы должны разбить интервал Т на 
конечное число частей п и тогда, применив конечное число раз 
формулы (5), (12), (14), будем иметь приближенные значения функций 
ип ц2, s. При этом ясно, что чем больше п, тем лучше приближение..

Поступило 
12VI1947
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