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ВЛИЯНИЕ КОНЦЕВЫХ КРОМОК ПРИ ДВИЖЕНИИ КРЫЛА 
СО СВЕРХЗВУКОВОЙ СКОРОСТЬЮ

(Представлено академиком Л. С. Лейбензоном 29 IV 1917)

Рассмотрим линеализированную задачу в обычной постановке (ь з) 
о вибрациях тонкого деформируемого крыла конечного размаха, дви
жущегося со сверхзвуковой скоростью. Потенциал скорости фх, обу
словленный вибрациями, в любой точке крыла в осях координат 
%іУі2і, перемещающихся пря
молинейно поступательно с ос
новной скоростью крыла и, 
представляется в виде форму
лы (6) работы (4).

Рассмотрим крыло, перед
няя кромка которого задана 
уравнением хх=ф (ух), а зад
няя— уравнением х1=х (j/J. 
Функция х (.Уі) на задней кром
ке удовлетворяет условию 

Х(л)/<У11 < Ctg а, где а—угол 
Маха. При этом предположе
но, что нормальная скорость, 
обусловленная вибрациями, на крыле задана в виде vn=d(f1ldz1 — 
= Re Аг (xj/J ем, где функция Ax(xx,j/X) определяет форму колебаний.

Для того чтобы по формуле (6) вычислить потенциал <рх в любой 
точке такого крыла, необходимо найти значения нормальной скоро
сти d^dz1 в области EDF и E1D1F1 (рис. 1). Перейдем к координа
там xyz ________

х=хх — Хю — V и2/а2 — 1 (ух —Ьо), 
— %ю + / —УЛ —Ло). t1)

и2! а2—1 zv

Начало координат помещено в точку Е (x10, j/10), лежащую на пе
редней кромке. Точка Е определена тем, что влево от нее на перед
ней кромке выполняется условие |^ф (yx)/^il ctg а; вправо от нее 
это условие нарушено. Формула (6) преобразуется к виду*

4 С-*+х) 
е 1

2 тс

£ г >------------ і
cos [/ПДх — 0(у — гр] 

/(х —5)0 —q)
d~t\ d^, (2)

* Во всех формулах следует подразумевать действительную часть.
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0 feu <оагде р—------------ , л= , а — скорость звука в неподвижном 
и2— а- и2 — а2

газе.
Потенциал скорости в любой точке N(x,y} крыла представляется

в виде

с* с* , , ________ ,
y = ______ л (е, 7]) COS [к /(х — О (у — 7))] _

2к ,(М)

ГС [“аг] пе 2 ( + cos[X/(x — 5)(у — д)]
е------------ Н ^-Jz=0----------------------------------------- d^,
•2л V^-^y-^ 

(3)

где заданная на крыле функция

г ,
А{х, у) =е AJ. -—- 4- х10; -? х +_у10

2 2уи2/а2 — 1

~"Т(х+у}
дг

imt е_____
У и2/а2 — 1

Представляя для точки М (х,у), лежащей в области EDF, потен
циал скорости % равный нулю в EDF и E^D^F^ в виде (2), придем 
к интегральному уравнению, которому удовлетворяет дуідг:

J J /(« — ?) (у — Д)
^,y)

(5)

где через в (x, у) обозначены значения 
р z I X

-у— е в области EDF (соответствен

но E^DyF^. Переменные интегрирования 
в области а (х,у] изменяются в пределах 

Ф^)-^7)^^, где _У=Ф W—уравне
ние дуги ED концевой кромки в преобразо
ванных координатах. Известная функция 
/ (ус, у) определена в виде

f (х, у'} =
Т Л (Е. 7)) cos [k/(x —g)(y — д)]

J /(х — ?) (у — 7])

Области s(x, у), а также а {х, у} указаны на рис. 2.
Рассмотрим установившееся движение тонкого, произвольно изог

нутого крыла. В этом случае во всех выражениях следует положить 
а>=0 и в условии (4) на крыле вместо А1 положить —и^0, где — 
угол атаки элементов крыла.

Полагая в (5) Х=0, и сводя полученное уравнение дважды к урав
нению Абеля, имея в виду условие на границе /(0, _у)=0, получим 
решение в виде

0 (Xj J,) J_ — 1 С di+
Л2 / у - ф (X) J /х - 5 

о
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О ф(х)

------ .....
/Д — ^У — 7))

(7)

Нормальная скорость на дуге ED обращается в бесконечность 
как 7?1'2, где R— расстояние М(х,у) до дуги ED.

Будем теперь предполагать, что конусы Маха с вершинами в точ
ках Е и Ех пересекают переднюю кромку крыла как указано на 
рис. 3. В областях (7) и (7') нормальная скорость определена решением 
(7). На основе этого решения потенциал скорости <р может быть вы
числен по формуле (3) на крыле в области лежащей вне кону
сов Маха с вершинами в точках D и Dr концевой кромки.

Рис. 3 Рис. 4

Для того чтобы вычислить потенциал на крыле в области (52), 
лежащей внутри конусов Маха с вершинами в точках D и Dr и вне 
конусов с вершинами в G и Gx, необходимо найти д^/дг в области 
DGI (соответственно в 7)1G171).

Выразим для точки М(х, у), принадлежащей DGI, потенциал со, 
равный нулю всюду в областях (7), (//), (///), . . . (соответственно в 
(7'), (77'), (777'),. . .) по формуле (2), разбив область интегрирования 
на три части, как указано на рис. 4: S=s-|-a1-|-a.

В области s(x,j) на крыле функция dqldz=A(x, ў) задана. В об
ласти Si(х, .у) функция d^ldz—G{x, у) определена решением (7). 
В области а (х, _у) обозначим д^/дг через ©Дх, _у)- Тогда придем к ин
тегральному уравнению, которому удовлетворяет ©Дх, у)-.

Г С ©1 (5- Д
\ I 7 ____ dv dz=A> (х, v).JJ /(х-ею-ч) v

»(X,у)
(8)

Переменные интегрирования в области о(х, у) изменяются в пре
делах 0<Д<Сх, ф (^)-< Известная функция Ф (х, y)=f(x, д/)Д- 
+fi(x,y), где 

А&ч)
•/д-ОД-ч)

fi —

d^ dt,

“------- d-q db
J J /(х-ОД —ч)

y)

0)
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Уравнение (8) отличается от уравнения, к которому приводится (5) 
при Х=0, только видом известной функции. Принимая во внимание 
условие на границе Ф(0,_у) = 0, решение уравнения (8) получим, поль
зуясь решением (7) как готовой формулой, если в последней вместо 
f(x,y) положить Ф(х,у).

Замечая, что в области а (х, у) функция Д, а следовательно, fu и 
тождественно обращаются в нуль при 0где,— рассто

яние между образующими конусов Маха с вершинами в точках D и 
G, решение (8) получим в виде

©1(^У)=-2К2
1 [

j/y — Ф (x) J 
о

ЛК, Ф W1 ;+ [ f ——
J J — Ь)(у — 1)
о ф(л) - )

х у _ )
[ С ~d^dA (ю)
J J — g) О — О
/1ФМ J

I /ц[5,Ф(*)1
/у - Ф М

Первое слагаемое совпадает с решением (7). Второе слагаемое учи
тывает влияние на точку М (х,у) противоположного конца E1Dl 
крыла. .

Рассуждая таким образом, найдем значения ду/дг в полосах (///) 
и (///'), (IV) и (/I/'), . . . Так, например, в точках, принадлежащих 
полосе (///), нормальная производная д^/дг=^й(х, у) найдется по 
формуле (10), если в ней в выражении (9) для fy вместо 0 (х, J/) 
положить G^x, у), и т. д.

Следовательно, потенциал скорости ф можно вычислить по форму
ле (3) всюду на крыле в областях (.SW (5а), (S3), (5J и т. д.

Рисунки 3 и 4 даны для прямоугольного крыла лишь для просто
ты. Задача решена для любого вида концевых к, омок ED и E^j^ 
крыла. В частности, для прямоугольного крыла с произвольным от
ношением сторон в решениях (7) и (10) следует положить ф(х) = х, 
Е = У2L, где L — полуразмах.

Заметим, что решения (7) и (10) справедливы и в тех случаях, 
когда концевая кромка ED крыла определена не одним уравнением 
_у = ф(х), а состоит из отрезков кривых, заданных уравнениями 
y—^k (х), где #=1,2,...,«.

Указанный способ определения нормальных составляющих скорости 
может быть обобщен и для случая вибраций крыла. В самом деле, 

, д? ~2^х+у^интегральные уравнения, которым удовлетворяют функции
в областях (/), (//), (///), . . . имеют вид (5) и отличаются друг от 
друга только видом функции, стоящей в правой части. Эта функция 
определяется аналогично случаю установившегося движения и зави
сит в области с номером N от решения интегрального уравнения в 
области с номером N—1.

Обращение интегрального уравнения (5) мы дадим в следующей 
заметке.

Поступило
29 IV 1947
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