
Доклады Академии Наук СССР
1947. Том LVIH, № 4

МАТЕМАТИКА

Г. ф. ЛАПТЕВ

АФФИННОЕ ИЗГИБАНИЕ МНОГООБРАЗИЙ С СОХРАНЕНИЕМ 
ВНУТРЕННИХ ГЕОМЕТРИЙ

(Представлено академиком Н. Н. Лузиным 19 IV 1947)

1. В настоящем сообщении вводится понятие изгибания точечного 
многообразия в пространстве аффинной связности с точки зрения не­
изменности комплекса внутренних геометрий (2). Это изгибание ока­
зывается совпадающим с изгибанием второго порядка в смысле Кар- 
тана (3), если объемлющее пространство является аффинным. Для 
этого случая в работе указываются условия изгибаемости многообразия 
в зависимости от его типа и числа измерений.

2. Пусть в ^-мepнoм пространстве аффинной связности, отнесенной 
к произвольной системе координат (х1, х2,..., xN), определено «-мерное 
многообразие («-мерная поверхность) S„ при помощи системы пара­
метрических уравнений

xJ =xJ (и1,..., ип) (7=1,2,..., Ж
С текущей точкой М(и) этой поверхности Sn свяжем подвижной 

репер (М;ег,..., еп, е„+1,..., первого порядка, п первых векторов 
которого elf...,en располагаются в касательной плоскости к S„ в точ­
ке М. Инфинитезимальное перемещение этого репера будет опреде­
лено уравнениями вида

7ти=а^, аа=о,
dek=&*
л^&ЙД-ай (2)

(І, # = 1,..., п; а, £=«Д-1,..., АД.

Проектируя на касательную плоскость (М; ev ..., еп) образ бес­
конечно близкой касательной плоскости (M-\-dM, e^de^..., en-\-den) 
параллельно различным N — «-мерным нормалям, мы определим на 
поверхности S„ комплекс внутренних «-мерных геометрий аффинной 
связности (2). Все эти «-мерные геометрии будут определяться с 
точностью до эквивалентности следующими формами:

У, ^*Д-«а а*, (3)
где «а — произвольные функции параметров и1,..., и”.

3. Определение. Две «-мерных поверхности S„ и 5П будем 
называть наложимыми друг на друга, если между ними можно 
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установить такое взаимно-однозначное точечное соответствие, при 
котором совпадают связанные с этими поверхностями комплексы 
внутренних геометрий, определенных путем проектирования.

Необходимым и достаточным условием наложимости двух «-мер­
ных поверхностей S„ и 5Л друг на друга является следующее условие.. 
Для произвольно заданною подвижного репера первого порядка 

&а) поверхности S„ должен существовать подвижной репер 
первого порядка О*, ЭД поверхности 5Л, для которого удовлетво­
ряется следующая система дифференциальных уравнений

= ЭД (4>

где независимыми переменными являются п параметров, к которым 
отнесена поверхность S„.

Ниже мы ограничимся рассмотрением изгибания «-мерной поверх­
ности S„, находящейся в ЛЛмерном аффинном пространстве. В этом 
случае определенное выше изгибание с сохранением внутренних гео­
метрий совпадает с изгибанием второго порядка в смысле Картава, 
которое определяется так: две «-мерные поверхности Sn и Sn N-мер- 
ного аффинного пространства называются наложимыми, если между 
ними можно установить такое взаимно-однозначное точечное соответ­
ствие, что для любой пары соответствующих точек М из Sn и 7Й из 
5Л будет существовать аффинное преобразование, которое преобра­
зует точку М в точку М, а поверхность 5Л в поверхность 5Л, имею­
щую с поверхностью Sn касание второго порядка в точке М.

4. Исследование совместимости системы дифференциальных урав­
нений изгибания (4) связано со структурой следующей матрицы, со­
ставленной из пфаффовых форм:

&? + ', &? + 2.......

(5)

Горизонтальным рангом этой матрицы назовем наибольшее число 
р ее линейно независимых столбцов, вертикальным рангом — наиболь­
шее число г ее линейно независимых строк.

Эти ранги риг являются инвариантами относительно любых аффин­
ных преобр ізованйй подви/кного репера первого порядка. Они связаны 
между собой, а также с числом измерений « поверхности S„ и с чис­
лом измерений N объемлющего пространства следующими неравенст­
вами:

О < г < «, ]
0<p<^ —«, I /6\

. гО + D (
2 • J

Для неособых точек неспециальных поверхностей вертикальный 
ранг г равен «, а горизонтальный ранг р равен наименьшему из чисел 
л(пф1) лг —-- !—- и N — «.

2
Поверхность « измерений с горизонтальным рангом г характери­

зуется тем, что она в каждой своей точке обладает («4-р)-мерной 
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соприкасающейся плоскостью, т. е. плоскостью, которая содержит 
не только dM, но и d2M.

Поверхность п измерений с вертикальным рангом г характеризуется 
тем свойством, что через каждую ее точку проходит (п — г)-мерная 
плоская образующая, причем во всех точках одной и той же образую­
щей касательная плоскость к поверхности одна и та же.

5. Применение теории Картана совместности пфаффовых систем 
к дифференциальным уравнениям изгибания (4) приводит к следующим 
результатам.

Теорема 1. п-мерная поверхность Sn в N-мерном аффинном 
пространстве изгибаема, если

N > л2 -Т Зл — 2
2 (7)

М /Г\ ч -t- п ■—и если горизонтальный ранг р матрицы (5) не меньше чем —.

При этом следует различить два случая-.
1) если ——------- , то любые две поверхности наложимы

друг на друга-, 
л г л2 + Зп — 2 ,2) если N= —---------- , то поверхность, налагающаяся на данную 

поверхность Sn, и точечное соответствие между ними определяется 
га2 —Зга -— 2 произвольными функциями от п — 1 аргументов.

Таким образом, двумерная поверхность, вообще говоря, изгибает­
ся в четырехмерном пространстве.

Теорема 2. п-мерная поверхность с вертикальным рангом г 
матрицы (5) в N-мерном аффинном пространстве изгибается, если

N>n + г2 4- г 
2 (8)

и если горизонтальный ранг о матрицы (5) не меньше чем
г2 | г

При этом в случае N—n-]------— поверхность, налагающаяся на

данную поверхность Sn, и точечное соответствие между ними on-
, X2 —1— £

ределяется п + —— произвольными функциями от г аргументов.
В заключение отметим, что введенное определение изгибания с 

сохранением внутренних геометрий поверхности может быть распро­
странено и на многообразия в пространствах с другими фундаменталь­
ными группами (например в проективном пространстве), если только 
надлежащим образом определить комплекс внутренних геометрий, 
связанных с многообразием.
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