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МАТЕМАТИКА
Академик С. Н. БЕРНШТЕЙН

ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЗАКОНЫ ТЕОРИИ НАИЛУЧШИХ ПРИБЛИЖЕНИЙ

Мы говорим, что к функции f (х) (—оо<х<оо) применим 
предельный закон (В) (или предельная формула (В), если при 
всех р>Оимеет место предельное равенство

1ітЕ/Г(х); Ар ±0/(х). (В)
л = 00 \ р 4- 0 /

В заметке 0) (теорема 7, стр. 481) я доказал, что закон (В) при­
меним ко всякой функции fix), удовлетворяющей условию

|f(x)|<//(x) (— оо<х<оо), (1)
00

где Н(х)— V a^x111— целая функция* нулевого рода, 
о

Напомню, что, как показано в той же заметке, при соблюдении 
условия (1) целая функция gpix) степени р, осуществляющая наилуч­
шее приближение Ар / (х), существует и Ар+о f (х) — Ар f ix) (если 
А^ДхКоо). Кроме того, из теоремы 6 заметки (1) следует, что для 
всех функций /(х) с Apfix)^.C при р^-р0, удовлетворяющих тому 
же самому условию (1) (т. е. при одной и той же функции И (х) в 
правой части(1)), предельная формула (В) имеет место равномерно, 
а именно, при любом данном е>0 для всех этих функций 
может быть указано одно и то же значение N (зависящее только 
от Н(х) и С) так, что

En(fix)-,^^]-Apfix) <е ^ (р>ра) (2)

при всех n^>N.

* Нетрудно видеть, что условие (I) выполняется, если, например.

log 1/(х) | <— 
Hog I X |]

что, если $к—---------

при +х-»оо, где а> 1, с>0. Для этого достаточно заметить.

1
(Аф-1) [log 1)]

, то функция нулевого рода

«(х)= п
А=1

х‘ л х2
П ~

п 4-3 п 
log-

2л

а

2

при любых х и п, и, полагая л-)-3 =-------------- (1х
[log|x|]a

2х log 2log Н 0;) > 2п log 2=--------®—
[log|x |]a

е),

6 log 2.
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Применимость к функции f (х) закона (В), в частности, при усло­
вии (1) (благодаря лемме С1), стр. 482), не исключает случая, когда 
Apf{x) = °° для сю и Apf (х)<^оо для р>>^0: если т0

Игл Еп (/(х);— ) = оо при любом рД>0, и наоборот; случай ро^00 
п =00 \ Р /
эквивалентен lim Еп (f (х); ~^ = оо при р<_р0 и Пт^ f/(x);—

при р>р0. При отсутствии условия, аналогичного (1), закон (В) мо­
жет нарушаться, но справедлива всегда

Теорема. Если существует такое р0<^<х>, что Apf{х)<^оо 
для всех р>рй, то

lim Еп (f (х); ) = Ар ±0 f (х) (В)
П = х \ Р±0/

для всех р>ура, где у определяется из уравнения

—/Y2+l=log(Y+)/Y2+ О- 
Y

(3)

Значение у не может, в общем случае, быть снижено (y=f= 1,51).
Доказательство. Пусть gp(x') будет функция степени р. Рас­

смотрим ее разложение (х) по многочленам Чебышева на отрезке 
(-Х, X):

00 / л\ 2 ГgP(.x) = Akrk (—) ’ Ah=— J gpfk cos cos №dQ, (4) 
° о

и приближенный многочлен степени п

PnM^Ajk^.

Как известно, каково бы ни было р' >р, можно указать такое 
число R, что при всех | z | > R

\gp(z)\<ep'lz', 
и, так как

Ш<2 f-ЦХ , 
\ Р /

где УИх.р есть максимум |gp(z) | на любом эллипсе с фокусами (—Х,Х) 
и полусуммой осей р, следовательно, если то, обозначая
через \Ь малую полуось,

I л I / 2

Таким образом, для п^-\р'с

' п
I Ап к 2 = 2e~nS

+1

и, если с настолько велико, что при соответствующем выборе b
— Уb2 -J- 1 — log (b-\-Vb2 + 1)=—8 <О, 
с . ।

то
9g—П8

^рИ — Рп WK;—zr •1 — е
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Но если Z>=у определяется уравнением (3), то при с — —— (а>>0) 1 — а
Й = а)/ у2— 1. Следовательно,

Hm£„ fg/xk-Vo 
п = ж \ PlJ

при любом р1>ур.
Положим теперь, что f(x)—любая данная функция, для которой 

ЛР'/(х), имеет определенное конечное значение при всяком данном 
р'^>ра. Следовательно, существует функция gp-(x) такая, что 
f (х)— gP'(х) ограничена (—оо<^х<^<х), а потому подчиняется за­
кону (В); таким образом,

AP±of(x) = Ap±o(f (х)—gy (x)) = lim E„(f(x)—gp-(x)-, ——) 

при всяком р>р'. Но, с другой стороны, если рг ^р'ч то, по выше 
  доказанному,

^mEn(gP’{x)- -^-^О 
л=оо \ P±PJ

и, следовательно,
Ит Еп (/(х) - gp. (х); Нт Е„ (f (х); -М ;

откуда следует (В) при всяком р^^р^.
Остается показать, что вышеуказанное значение у не может быть 

уменьшено. Для этого достаточно указать функцию, для которой 
равенство (В) нарушается при А'С/’оУ-

Примером такой функции может служить f(x)=eP°x (для упроще­
ния письма положим р0=1), а именно, проверим, что

lim Еп Сех; —^ = оо
Л = оо \ р /

при всяком p<Zy. Действительно (2),

En(f(x)-,\)>-^An + l,

где Ап +1 — коэффициент при Тп+і(х/Ь) в рассмотренном выше разло­
жении f (х) (4). Выражая Ап при помощи коэффициентов строки 
Тейлора ((2), стр. 78), находим для f(x) = ex

каково бы ни было число с=#/п<оо. Полагая к=п/р, имеем поэтому

1п
А >

” 7г(с-|-1)п’
где е ycf е \i+f 

2рс/ ^2р(1-фс)/

и замечаем, что максимум/с, который достигается при 4р2с(1-4-с) = 1, 
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будет равен 1, если р — у определяется из уравнения (3). Поэтому, 
если р = —то

1+а

А >11+^122 > IM"
" л(с-Н)П

где Affix')

Условимся говорить, что к функции f (х) применим закон (В'), 
если предельное равенство (В) осуществляется для всех доста­
точно больших р>0. Из только что доказанной теоремы следует, 
что закон (В') применим к функции /(х), если Ар f(x)<^oo для доста­
точно больших р.

Законы (В) и (В') соответствующим образом распространяются, если 
за норму функции f (х) (—оо<х<Соо) вместо sup |f(x)| принять 

р/(х)|?/7х (7>0- 
— ОО

Посредством аналогичных рассуждений доказывается следующая 
теорема, которая представляет аналог вышеупомянутой теоремы 7 (^.

Теорема 7Ыз. Если существует такая целая функция Н0{х) 
нулевого рода, что

^\f^x)\4dx<\H0{x')\, (5)

/по
Ііт С<” (f(x)- -т-> A&ofix), (6)

ОО

= мин J I f (х) — gp(x^dx, gP(x) — любая функция сте- 
— оо

X
пени р\ (f (х); к)=мин J j f (х) — Рп (х) dx, Рп (х) — многочлен 

—л
степени п.

Особого внимания заслуживает случай ^ — 2, на котором мы оста­
новимся подробнее в другой статье. Заметим, что для соблюдения 
условия (5) достаточно выполнение условия (1).

Поступило
9IX 1947 j
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