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МАТЕМАТИКА
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О ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ НОРМЫ В ПРОСТРАНСТВЕ БАНАХА
(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 16 III 1940)

^’Настоящая заметка является дальнейшим развитием недавно опуб
ликованных (Ъ2) результатов, полученных автором. В первой части 
доказывается, что найденное ранее автором достаточное условие силь
ной дифференцируемости нормы является также и необходимым. Вторая 
часть посвящена нахождению условий равномерной дифференцируе
мости нормы.

I. Пусть Q обозначает произвольное множество. Тогда через Е (Q) 
мы обозначим произвольное линейное нормированное пространство (3) 
ограниченных функций, определенных в Q, где || х || = sup | х (q) |.

«ео
Последовательность точек называется экстремальной для

функции х0 (^)е E(Q), если существует
lira x0(qn) n—>со

и имеет место равенство
НМ = 1Ит x0(g„)|. n->oo

Лемма. Пусть х0 ^Е (0, || х01| = 1 и {#n} (~ Q произвольная экстре
мальная последовательность функции x0(q). Тогда для каждого элемента 
x^E(Q) и любого числа h > 0 выполняется:

[х (q)-x0 (q) — lim х0 (qn)• Lim x (qn)] lim x0 (qn)< 
n n n

<(1-|M9)|) (4 +2‘1И|) +
II ж0 + h-[ж-lim ж0 (g„) — z0-Limx (qn)] || — || x0 ||

+---------------2------ :---- ----------------------------- (1)

[Здесь под символом Lim мы понимаем предел, введенный S. Ва- 
пасЬ’ом (3).]

Доказательство. Для x£E(Q) и /г^>0 имеет место

k(?)-^o(?) — lim х0 (7n)-Lim х (gn)] lima;0(gn) < [z(q) signx0(g) —

— I ж. (g) I • lim xB (qn) ■ Lim x (qn)] lim xt (qn) + || x Ц • | x„ (q) - sign xt (q) |+ 
n n n
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4- |ИН 1 - к» (?) II = (?) ■lim жо (?n) - хо (?) -Lim ж (qn)] sign ж0 (q) + n n
+ 2-|| ж || •(! — | (?) I) == 2-||ж || (1 — | ж0 (g) |) + ——+
<z0 (?) + h- [ж (?)-1ішж0 (?„) — т0 И-Limi (?„)] > sign;r0 (?) — ||ж0||

1 n n
' h——————

||ж0 + h [ж-lim xa (q„) — ж0-£іт ж (?„)] || — ||ж0 II
< (1 - 1^0 (?) I) (4 + 2• II 11) +---------- ---------- -h— ----------------

Лемма доказана.
Теорема 1. Пусть x0£E(Q), ||ж0|| = 1. Тогда для сильной диффе

ренцируемости нормы || ж || в Е (Q) в точке ж0 необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось следующее условие:

Для всякой экстремальной последовательности {qn}6Z.Q функции 
x0(q) и любого x(q)^E(Q) (|| ж || < 1) последовательность

{ж(?п).ж0(?„)} (2)
сходится равномерно в единичной сфере (||ж||^1) к пределу, не завися
щему от выбора экстремальной последовательности {^п}.

Достаточность этого условия была доказана ранее (2). Докажем его 
необходимость. Вследствие сильной дифференцируемости нормы ||ж|| в 
точке ж0 через эту точку проходит только одна гиперплоскость, опорная 
к сфере ||ж||<1(4). Уравнение этой гиперплоскости имеет следующий 
■вид:

1ітж(дп)-ж0(?п) = 1, (3)
п

где левая часть не зависит от выбора экстремальной последователь
ности {qn} (*). Таким образом для доказательства теоремы 1 нам доста
точно установить равномерную сходимость последовательности (2) в 
единичной сфере. Из одной теоремы S. Mazur’а (4) следует, что урав
нение гиперплоскости, опорной к сфере ||ж|| <1 в точке ж0, можно 
записать так:

lim II жо ~Ь н II д-о'И ।
h-*O h

Следовательно, благодаря (3) и (4), имеем:
Нгп + = ]imх {qn).Xo (qn) (x € E (0).

h->0 n

Отсюда следует, что
II ж0 + Л-[ж-1ітж0 (?„) — ж0-1ітж (?„)] II — II ж01| 

lim.------------ 1-----«-------------------- «-------------------------- =о.
h-^o n

Таким образом благодаря сильной дифференцируемости нормы |( ж || 
в точке ж0 для любого s > 0 найдется такое 8S > 0, что для 0 < | йг | < 83 
и всех x^E{Q) с ||ж || < 1 выполняется соотношение

II + h- [x-lim ж0 (?„) —х0-1ітж (?„)] || —||ж0|І

Положим Тогда, пользуясь неравенством (1), видим, что

[^(?р)-я-о(?р) — Нтж(?п) 1ітж0(?п)] 1ітж0(ўп) < -®- + 
п п п z 



для всех x£E(Q) с ЦжЦ^І и всех /> = 1,2, .... Если р достаточно ве
лико, то (1 —|ж0 (?Р)|)-^ + 2^) . Для этих р и всех х^Е (Q) с
|| х || < 1 выполняется неравенство

|z(?p)-M?p)”,imzo(9n)-lim^(7«)l < 9- 
п п

Теорема доказана.
Следствие. Если Е — произвольное пространство Банаха, то для 

сильной дифференцируемости нормы ||/|| в Е в точке /0, ||/01| = 1> необ
ходимо и достаточно, чтобы выполнялось следующее:

Из /0 (хп) -> II f0 II = 1, II жп 11 = 1 (п = 1, 2, ...) следует, что ||жп-жот||->0 
для п, т-^ со.

Аналогично можно сформулировать критерий сильной дифференци
руемости нормы || х || в Е.

Из теоремы 1 легко следует, что в пространстве (С) норма || х || нигде 
не является сильно дифференцируемой, хотя известно, что имеется 
довольно много точек, в которых норма слабо дифференцируема.

Укажем теперь некоторые случаи, когда из слабой дифференциру
емости нормы следует ее сильная дифференцируемость.

Теорема 2. Если в слабо полном пространстве Банаха Е слабая 
сходимость совпадает с сильной, то слабая дифференцируемость нормы 
||/|| в некоторой точке ||/0|| = 1 влечет за собой ее сильную диффе
ренцируемость в этой же точке.

Доказательство. Пусть /0 (хп) —> 1, || хп || = 1. Тогда существует (Д 
lim/(zn) [f^E), и следовательно, благодаря условию теоремы ||жп — 
п

—жт||—»0. Остается применить следствие из теоремы 1.
Следствие. В пространстве (т)слабая дифференцируемость нормы 

влечет за собой ее сильную дифференцируемость (4).
Теорема 3. В пространстве (с0) слабая дифференцируемость нормы 

влечет за собой ее сильную дифференцируемость.
Доказательство. Пусть х0 £ (с0), || х01| = 1. Предположим, что || х || 

слабо дифференцируема в точке ха. Тогда (4) существует единственная ги
перплоскость /0(х) = 1, опорная к единичной сфере || а; || ^ 1 в точке х0. 
Так как каждый линейный функционал в (Со) можно продолжить на 
все (т), сохраняя норму, только одним способом (5), то теперь ясно, 
что || х || слабо дифференцируема в точке ж0£(т). Остается воспользо
ваться предыдущим следствием.

Из следствия теоремы 1 (см. доказательство теоремы 10 автора (6)) 
вытекает, что в случае сильной дифференцируемости нормы ||/|| во 
всех точках Е расстояние произвольной точки х’£Е до любого замкну
того линейного подпространства gdE достигается.

Таким образом [см. теорему 9 автора (“)] мы приходим к следую
щему утверждению:

Теорема 4. Если в пространствах Е, Е нормы всюду сильно диф
ференцируемы, то Е регулярно.

II. Функция || х || называется слабо равномерно дифференцируемой,
если она всюду слабо дифференцируема (4), причем для каждого ' II— I I, ™ 11 11 11
х £ Е стремление к пределу разностного отношения Л
является равномерным относительно а;0 с ||ж0|| = 1. Если же ЦжЦ всюду 
сильно дифференцируема (4) и если стремление к пределу разностного 
отношения ' + —LAj является равномерным относительно ха, х с 
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II ха II = V ІІ х II < то функция ||ж|| называется сильно равномерно диф
ференцируемой.

Теорема 5. Для того чтобы функция ||®|| в Е (Q) была слабо 
равномерно дифференцируема, необходимо и достаточно, чтобы выпол
нялось следующее:

Для любого е^>0 и каждого y£E(Q) существует такое Зеу^>0, 
что из неравенств

) |я (g2)|>l-3e,y " 11 '
следует

Следствие. Если Е — произвольное пространство Банаха, то для 
слабой равномерной дифференцируемости его нормы необходимо и до
статочно, чтобы выполнялось следующее: для любого е > 0 и каждого 

^Е найдется такое ое,у > 0, что из неравенств
f№> i-Se.p, іДх} > 1-ге.и(жбЕ, || ж 11 = 1, И Л || = ||/21| = 1) 
следует

ІЛ
Аналогично можно сформулировать условие слабой равномерной 

дифференцируемости нормы в сопряженном пространстве.
Доказательство теоремы 5 мы опускаем, так как оно аналогично 

доказательству следующей теоремы:
Теорема 6. Для того чтобы функция ЦхЦ в Е (Q) была сильно 

равномерно дифференцируема, необходимо и достаточно, чтобы выпол
нялось следующее:

Для любого s > О существует такое Зг > 0, что из неравенств

|| х || = 1) (5)
следует

(6)
для всех y^E(Q) с ||у||<1.

Докажем сперва необходимость. Пусть — произвольная экстре
мальная последовательность функции x(q)£E(Q), ||ж|| = 1. Так как 
||л:|| сильно дифференцируема всюду, то по лемме имеем:

I?/ (^)-ж (?) — lim ж л) limy (дп.х)]-1ітж(дп,х) < (1-| х (q) I) - f у + 2 ) +
n n n \ n у

II x + h-[y-limx (q„,x) — x* lim у (?„,„)] || — || x ||
+-------------- "----------- ---------------------------- (У € E (<?), || у II < 1, h > 0).

Так же, как и в теореме 1, получаем:
II X + h ■ [у ■ lim X (qn^) — х-lim у (q„,x) ] || -|| я ||

Поэтому, вследствие условия теоремы, для каждого з > 0 существует 
такое 8' > 0, что

||х + Halims (y„J —x-lim у j| — || x ||
------ =--------- у—=---------------------- < A. (0 < IЛ [ < оД
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О* г» he
Положим = и ^' = -4 • t 2 h- ■ Если теперь |ж(?)| 5=1 — 6„ где

S, = min(Se, 8/), то
I У (?) •х (l) - Ию х (qn>x) ■ lim у (qn>x) |< у + 4 = Т • 

п п

Это и доказывает, что из (5) следует (6).
Для доказательства достаточности мы воспользуемся одной леммой 

автора (2). Пусть 0 < | h | и {qn,y} — произвольная экстремальная 
последовательность функции у (q)£E (Q), || у || = 1. Тогда согласно только 
что упомянутой лемме автора существует такая система последователь
ностей

{?п,у,л,х}(||я||<1, х£ E(Q)), 
что

I II У + II —l.l.yjl-----Lim х (qn,y)-sign lim y(qn,y) I <
I " n n I

< I Lim x (qn,y) ■ sign lim у (qn,y) — lim x (qn,y,h,x) • sign lim у (qn,y,h,x) | (7) 
n n n n

И
l|lim?/(?n,v,h,x)| —11<2-|Л|. (8)

n

Для доказательства теоремы теперь достаточно показать, что пра
вая часть неравенства (7) стремится к нулю, при h —» 0 равномерно 
относительно х, y£E(Q) с ||г/|| = 1, ЦжЦ^І.

Допустим противное, т. е. существование такого s0^>0, что для 
каждого 0 < |ЛР| (р= 1, 2, . . .) найдутся хр, yP£E(Q), || хр|| <1, 
II Ур 11 = 1, для которых

I lim хр {qn, Ур) sign lim yp(qn, Ур) -

- lim хр (qn, у h х) sign lim (qn, VphpXp) | > s0. 
n n

Возьмем теперь последовательность {np} —» co такую, что

I яР (ЧпрУр) - Em яР (qn, ур) I < ± ,

I Ур (Чпрур) — lim Ур (qn, yp) I у ?

I Яр (Упр-ур, hp, xp) lim xp (qn, у ь x ) I — j

I Ур (УпрУр, hp, xp) lim yp (qn! yphpxp) I V ‘ П r в 
Итак, при достаточно большом р имеем

| Яр (?прур) Ур (ЧпрУр) Хр (УпрУрЬрХр) Ур (ЧпрУрЬр, Хр) I • (^)

Так как lim | ур (qnpyp) | = 1 и lim | г/р(дп „ ) | == 1, то (9) противо-
р р

речит условию теоремы. Теорема доказана.
Следствие. Если Е — произвольное пространство Банаха, то для 

сильной равномерной дифференцируемости его нормы необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялось следующее:
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Для любого з>0 найдется такое ое > О, что из неравенств 

/1(х)>1-8в, 1И1<1, II/Л = 11Л 11 = 1)
следует

ІІЛ-ЛІІ^,
иными словами, чтобы сопряженное пространство Е было равномерно 
выпуклым *.

Аналогично можно сформулировать условие сильной равномерной 
дифференцируемости нормы в сопряженном пространстве.

Так как пространства Е и Е регулярны только одновременно (7) 
и так как равномерно выпуклое пространство регулярно (“), то про
странство, в котором норма сильно равномерно дифференцируема, 
является регулярным.
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* Это предложение является усилением одного утверждения S. Mazur’a (4) 
(стр. 79).

648


