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СИСТЕМЫ ТРЕХ МАТЕРИАЛЬНЫХ ТОЧЕК

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 7 Г 1947)

Почти все известные со времен Эйлера и Лагранжа случаи интег
рируемости в задаче п тел относятся к плоскому томографическому 
или пространственному гемотетическому движению. Только в одной 
заметке Т. Банахевича f1) приведен пример пространственного томо
графического движения трех материальных точек, взаимно притяги
вающихся обратно пропорционально кубам расстояний. В общем виде 
вопрос об условиях возможности такого движения не был даже по
ставлен до настоящего времени.

Рассмотрим движение трех материальных точек Р{ с массами 
mi (i = 1, 2, 3), взаимно притягивающихся (при или от
талкивающихся (при /■(Д,7)>0) с силами, равными:

2, 3), (1)

где / (^ij) — — ■■ ■ есть некоторая функция взаимного расстояния

Отнесем движение точек к системе вращающихся осей OXYZ, 
имеющей начало в центре масс О, который, не нарушая общности, 
можем считать неподвижным.

Обозначив через rt (xh yh zt), v^Xi, у\,г\), -w^xi, yi,zi\ соответ
ственно, радиус-вектор, относительную скорость и относительное 
ускорение точки Р(, а через u(p,q,r) — мгновенную угловую ско
рость осей OXYZ, напишем уравнения движения в векторной форме:

X Г/ + « X (ы X гг) X 2 со X — —grad,- U, (2) mi
где

и = ті mj P (3)
ч

и штрихами обозначены производные по времени (/).
При исследовании томографического движения с треугольной кон

фигурацией примем за плоскость XOY плоскость треугольника Р^^Р^, 
а оси OX, OY неизменно свяжем с радиусами-векторами точек.

Тогда при томографическом движении будем иметь:

Xi = и, Уі — bi и, Zi = 0, rt = Іі и, = dk и, (4)
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где
І + V ai + b2, d^ ^

2 mi ai= °- 2 m>b‘ = °
И ФункХя от t, равная единице при t = 0.

Подставляя (4) в (2), получим 6 уравнений для сито™ 
которые сможем заменить эквивалентной q’ r’ и>наций и интегралов; стемои линейных комби-

Ра—?2 = 2—-, 2pq = ~^R 
и и и* ’

bp2 -|- aq- 4- (а 4 Ь) г2 = с2 .
и4

(a-^b^u2^2 =2uz(U + h) — cl
= (5 — R)ru\ '

где (при таком выборе осей, что У mi at b{ = 0)-

Q = 2 m‘ mj ~ fk (fk = f~^\ 
\ dk / 

bR =aS = V nil m, (a, - (b. - b^ fk

и c2, h. — постоянные интегрирования.
Исключая p и q из первых трех уравнений (5) и вводя обозначения: 

л ^1=^2 ^З, ^2 = ?8— gs—OL---СО,
A^d,/^ A, = dy2, 2A3=dy2y-dlll-dll2 (44-Л22>0), 

получим первое условие, которому должна удовлетворять функция/(Д),

А^ + 2Азё1ёі^ 4g2 = c4>0, zn
где v1)

I о I
+ + « =■«„ + «„ +S,„

BHe^V виде:'’63 ™°чение Л »’ r- <“' + 0) подучим второе уело-

dl)
т̂  = т‘пЛ~МтІ.Ч ^-24-(в + 6)с; „ точкой о6означена 
производная ПО U. опаясна
чаеІІРпУт^ B 9ТОМ СЛУ"
fix} = и пп — ^2 /з> откуда 4 = 4 = 4 (лдл

'то ’ И выполняется при произвольной функции /(Д) Сле довательно, равносторонний треугольник является4 единственно 
ZZ?H тРеУГ0ЛЬН0Й конфигурацией для плоского томографического 
Лужения при произвольной функции /(Д), кроме Г(Д)=ДД Наобо кРо°№^^^^^^ (^>0) томографичес^ движен^^
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Можно показать, что из всех функций, допускающих в некоторой 
области представление в виде обобщенного степенного ряда

Ш = 2 + 2 Bj^
І=I 3=1

а.>0, ₽<0 или аг<0, ₽,>0) только функция 
/(Д) = ДД + ВД-3 (В ф 0)

удовлетворяет условиям (I) и (II)*  с условием для конфигурации 

т е (--------------------------------₽ "в —
ті\4 А) 4/ И А) в

Cl =

,2 I j2 j2 \ ** dj+dk— di )

2

При Д = о, B<0 получаем частный случай Т. Банахевича.
Движение системы (при соответствующих начальных скоростях) 

происходит так, что треугольник Pt Р2 Р3, сохраняя подобие, вра
щается около некоторой неподвижной оси, лежащей в его плоскости, 
каждая точка описывает, в общем случае («’#=0, а^О, кри
вую двоякой кривизны, лежащую на конусе вращения с вершиной в 
центре масс.

Если и' = 0 (« = 1), то р и q — постоянные, не обращающиеся од
новременно в нуль при пространственном движении (ci>0). Тогда 
г = о и треугольник Рх Р2 Р3 как неизменяемая система, равномерно 
вращается около оси, лежащей в его плоскости. Для возможности 
подобного движения необходимо и достаточно (кроме соответствую
щих условий для начальных скоростей), чтобы взаимные расстояния 
точек были связаны с массами двумя соотношениями
m1e1g10-\- m2e2g20-\- m3e3g30=0, m1fMf30-[-m2f30f10Jr m3fwf2O=0 
и чтобы при этой конфигурации было Ро^0, Qo~^O- Эквидистантная 
конфигурация при пространственном движении невозможна; равнобед
ренная конфигурация при fi3=f=Q возможна только при равенстве 
двух масс. й

Наконец в случае прямолинейной конфигурации, выбрав соответ
ствующую ’ прямую за ось ОХ, легко убедимся, что движение этой 
прямой в пространстве сводится к вращению ее около некоторой пер
пендикулярной к ней неподвижной оси, и движение системы происхо
дит в одной плоскости.
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7 V 1947
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1
Условию (I) формально можно удовлетворить рядом:/ (А) = АД Д- дз 

ОО

3 = °
(аД-3), который, однако, удовлетворяет (II) только при By — 0 (/ — 1, 2,... -о).

** Нулевым индексом обозначены значения функций при и = 1.


