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МАТЕМАТИКА

Ю. И. НЕЙМАРК

К ЗАДАЧЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КОРНЕЙ ПОЛИНОМОВ

,, (Представлено академиком А. А. Андроновым 20 IV 1947)

О '
О 1. В настоящей заметке дается новый подход к решению задачи 
^определения числа корней комплексного полинома с отрицательной 
уій положительной действительной частью. Он позволяет более корот- 
г-(ким путем получить известные редукции Шура и Беньяминовича, а 
^4 также неравенства Раут — Гурвица и им аналогичные для комплекс­

ных полиномов. Последние, по соображениям истории вопроса, здесь 
названы неравенствами Эрмита — Гурвица. Редукция § 7, которая в§8 
использована для вывода условий Эрмита — Гурвица и Раут — Гурвица, 
в применении к численно заданным полиномам оказывается проще 
редукций Шура и Беньяминовича.

2. Пусть Rin — пространство комплексных полиномов п-й степени  
и D(k,n — #)— множество полиномов Rin, имеющих £ корней слева 
и п— k справа от мнимой оси комплексной сферы .  Обозначим 
через Еп~\ границу всех множеств D. Точки граничные к 
s-|-l различным областям D(k,n —Е), £>(^ + 1, п — £—1),..., 
D(k-vS, — s), будем называть s-кратными и говорить, что 
они типа (#, s, п — 4’ — s). В дальнейшем удобно считать области 
О-О кратной границей и говорить, что D п — Е) типа U, 0, и — 
Так что Рп с Lin — ИА s, п — k — s) тогда и только тогда, когда Рп имеет 
#корней слева от мнимой оси, s на мнимой оси и п— £— s справа от нее.

*

**

3. Пусть Рп — произвольный полином R2n и упРп {i = fn (х, у) + 
+ign (х, у), где/^ ь= аохп+аус” - 'у +... 4- апуп ug„ = box" + Ьусп ~ ’ т+... 
... + bnyn — действительные полиномы. Обозначим через 8 (f„, g) 
общий наибольший делитель полиномов fn и gn. Полином Рп принад­
лежит s-кратной границе тогда и только тогда, когда 8 (fn, gn) имеет 
s действительных корней, и при непрерывном перемещении Ря в про­
странстве R2n переход с границы одного типа на границу другого 
типа может осуществиться лишь при изменении числа действительных 
корней 8 (/«, gj.

4. Поставим в соответствие полиному Рп пару 
или, что то же, таблицу

«о, «р..., ап\
• • • > bn I

полиномов гл
gnf

(1)

* Точка R2n — совокупность полиномов, отличающихся друг от друга произволь­
ным, отличным от нуля, постоянным множителем.

** Множества D(k,n—k), как это нетрудно заметить, гомеоморфны 2/г-мерному 
евклидову пространству. J
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д=У / ? _22А 22 — произвольные действие
п 11 22 тігт2і ¥= 0, тогда 8 (тп/ 4-т о- т < ^твительные числа и
Пару полиномов ' п ' 12gn’тшп+т22£„)==8(f g )

можно непрерывно и не обращая Д
если Д>0, либо в пару

с Ьчп~\ (#, S, П — b— <Л т„ „ I мов (2), для Д>>п nJ’ ° полином>
’ лля принадлежит Z2« 

так как паре полиномов ( fn)

■6 Л ( 
gnl

f «УЛЬ перевести либо в „а„у 
ИлиД<0-Поэтому если р/с 

пми"
^.s.n — k-s^ а для

(2)

9 Г» >:gn’ полином Р (__г) Оно5 р —2л —і(/г — £ — s, s, п\ ' ’ оно
буем, чтобы* полином11 °О И с° М У с и 3 в е с ? и ы м корнем П 
корень с _ S, т. е. итобм & +^5^/+ № «л

Если Q,= (z^ ’ , + ^ + ‘^(-«.1) =

п "Р« 4>0полиному Р, соответствуеЛТбливд (^^S’ S’

........“'''•ат.‘Ч+ь...,Я,|
1°, о, ... ,0, b. b A zt ' " 

огда парам полиномов

принадлежит L

(3)

п

п (4)

ЧТО И

тельного //'\/??0И1,10льи0(0 действительного т ,

и^=Х /Хк7оГОт" ™ ™-

коэффициентов Л/Цу’ J’“™Р°8 *. = 0 и п„с/"'»М0ЖВ0
«еннои только ит"о

’ 0 > О ,... / в^+^-’+- • - + s^ аш>... ,Gnj

Ей соответствует полином " ' ^+'" " ’ Ь”

Рассмотрим систему
O.+VT-0, «,+W, + M а

в силу b^0 реше№ ’ '
вить В виде иеледних 7 —] уравнений можно

(6)

= °- (7)

предста-
__ * П°лагая ту_= 1 _р Sjj Taj _ j _ _

рп (г)+(^і+іі2)Рп (— гу причем Д =1 Дг-2 J?2 2? Г21 = е2> придем к полиному Q — 
Щии корень z = $, будет Р (— р ( , „ <1 ” ПОЛИНОМ этого вида, допускаю



^А^В, U=1,2,.,.J). (8)

Оставляя Хо=О, непрерывно перейдем от значений ).А—0 к значениям 
\k=Bh. При этом полином, соответствующий таблице (5), перейдет в 
полином Q„ вида

(a0+Mj) (—zz)"+*+^(— ... (9)
При изменении Хо от нуля до — a0]bj, не включая — ajbp и Xk соглас­

но (8) полином (6) все время остается вида (9), принадлежит границе 
того же типа, что и Рп, и при Хо -> — a0/bj j его корней стремятся к

4 /~
точке г = оо. Из (9) легко находим z = I /--------- ------- О’У+1, и,

f ао Н- Л)&/

следовательно, если j—2tn, при Хо->— ajbj с левой полуплоскости 
отрождается т корней; если же j=2tn-^\, то отрождается т корней, 
если ao/bj^>O, и если aabj<^0. Таким образом мы перешли
от полинома Рп к полиному Pn-j и так, что если Pn — j С 
с. Un-zj-i (^, s, п — 2у — — s) и при этом переходе отродилось т кор­
ней с левой полуплоскости, то Рпа s, n —k — m — s).
В частности, если Ь± =р 0, что, например, всегда имеет место, когда Рп с 
с L^-x (#, s, 0) и Ь>0, то из Pn~i a L2n-3 (b,s,n — k — s — 1) при 
аД<0 следует, что Р„ с. L^n-x (Л+Т s, п — k— s — 1), а при ^^>0 
следует, что Рп g L^n-x (b, s, n — k— s).

Пример. Пусть дан полином Pi=zi—z3-1r(-—2-[-2B)zi—2iz — 4z (ему

соответствует таблица (1,0, 2,2, 01 
(О, 1,-2, 0,-4 J

). При вычислениях удобней

(fl (V 1 пользоваться последовательно преобразованиями 1 7 J Jn\ рХ >0,
I gni 1 ^л J

Afn НяЦ Л tn |и при &о=о,^=^о^ x“gn
I- gn -I I gn~\~^fП J I gn

г 1,0, 2,2,0] (2, 2,6, 0 ] [ 1, 1,3, 0 ]
В нашем случае 1 1 -> { >->10, 1,-2,0,—4 J 11, — 2,0,-4/ U—2,0,—4/

(1, 1, з, 0] (3, 3, 9, 0] ( 0, 5, 0] г 1, 0]
10,—3,-3,—4J 1о,—3,—3,—4/ (—3,—3,-4/ 1 — 3 — 4/

следовательно, PiC D (2, 2).
8. Критерий Эрмита — Гурвица (®,5).

Назовем матрицу

В2

й1»

ьо, bl,
^2. » &3 > • • •

^2 > ^3 > • • •

«я. 0.................

bn, 0.................

0

0

В,

о, а0

0, ь.
> ^2> ^-3 > 

bl, bit ь,,
......... «Л. 0,..........

.......bn, 0,..........

0

0

-^2n —2

Bin—2

^2П — 4

0, 0

0, 0

0.....................

0,...................

...................

Ьц, bl................
^п

bn

A2
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ходов рп и рассмотрим последовательность пере-
^-»^-1-»...^?,, ДаВаемыХ редукцией пчнтгто 7 еРеположении, чт® при всех переходах величины У Т/ Пред’

при первом переходе, отличны от нуля (это огоа^
ради упрощения). Для этого необходимо ограничение сделано лишь Det52^0. При Преобразованиях (2 д^0)в^^ чтобы
Поэтому это имеет место и при первом et не меняют знака, 
если затем к 2/+1-Й (ў =1,2 . , пункта 6, и“У” "» Vb kJ SZHT6“"Tb умио«н
нома Рп~ь причем корень г = оо отоолит^а г вет матрицей поли­
плоскости, в зависимости от знака Г
переходе сделаем такое При следующем

г ит. д. После л-1 пте°„’“Г^^миие вадматрицей 
матрицу, у которой все элементы ниже РгЦЭ пРеобРазУется в 
нулю*. енты ниже главной диагонали равны

Если среди величин 3. 8 х а
cZ2n-i (#, 0, п— %) Согласно тт2” ’ ’ ’ °п отрицательных, то Р г- signs,S,= sign Delk . sS^^ ».=^" Def£
что t равно числу перемен знам в'рядГ gn пт«УДа следует,

........(-ly—Deta,..
вапин maioraV^kok^^^ Пер°0Г°

п~‘~' осуществим; если же £=0 то поХ У ’ И пеРех°Д рп~^ 
соответствующая таблица имеет виДХ X’ Г

Det Rn 0 n I и’ следовательно,= . ..=DetR —о. J
Аналогично в случаекритерию Раута - Гурвица (Й4)СТВИТельного полинома можно притти к
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