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1. В предыдущей заметке (6) мы утверждали доказуемость двух 
теорем неразрешимости: первая теорема устанавливала возможность - 
построения ассоциативной системы с неразрешимой проблемой тож
дества, вторая теорема — возможность построения ассоциативной 
системы с разрешимой проблемой тождества, но неразрешимой проб
лемой делимости. В обеих теоремах речь шла об ассоциативных систе
мах, определяемых конечными системами соотношений в некоторых 
алфавитах. Проблемы тождества и делимости понимались в смысле 
нахождения алгорифмов, распознающих тождество и, соответственно, 
делимость элементов ассоциативной системы, причем термин „алгорифм" 
применялся в смысле Church’a — Kleene’a — Turing’a. Под делимостью 
b на а понималась правая делимость, т. е. разрешимость отно
сительно х уравнения хХа=Ь. В настоящей заметке мы уточняем 
эти результаты и указываем более простой способ их получения.

2. Мы будем исходить из теоремы Post’a (2,3), упоминавшейся в (6). 
В своей полной формулировке эта теорема утверждает следующее.

Может быть построена неразрешимая проблема следующего типа. 
Даны слова: Но, Gh G- (z = l,..., m) в алфавите Ao, состоящем из букв 
а, Ь. Каждому значению индекса I от 1 до т соотносим операцию 
над словами в Ао, применимую лишь к словам вида GiP и переводя
щую всякое такое слово в слово PGt'. Ищется алгорифм, посредством 
которого можно было бы для любого слова R в Ао узнавать, перево
димо ли Но в R конечной последовательностью этих операций.

Доказательство этой теоремы содержится в статьях Post’a (2,4) и 
Church’a (*).

3. С помощью теоремы Post’a теорема 2 предыдущей заметки дока
зывается в следующей уточненной формулировке.

Могут быть построены алфавит Аи конечная система соотношений 
Сг в AjH слово АД в Д2 таким образом, что будут соблюдены следую
щие условия.

D^. В ассоциативной системе определяемой системой соотноше
ний С], разрешима проблема тождества, т. е. имеется алгорифм, по
средством которого можно для любого соотношения Аг узнавать, 
является ли оно следствием из Сг.

D2. В ассоциативной системе разрешима проблема левой дели
мости, т. е. имеется алгорифм, посредством которого можно для 
любых слов Q и R в Аг узнавать, существует ли слово X в Аг такое, 
что соотношение

QX^R
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является следствием из Сг
Dz. В ассоциативной системе 9 wnna г>

делимости на произведение слова Н тлпроблема правой 
средством которого можно было бы для шоблалгорифм, ПО- существует ли слово в А, такоеДД^ В А> У3^,

(Оявляется следствием из Сх. 1
Доказательство проводится "•■М 0-1........І в аХвт^ Строятся слова

присоединяются новые знаки • с d Р (; л теореме Post’a. К А„ 
алфавит • ’ et В •.., т), что дает искомый

— {а, Ь, с, d,et (/=1,
В качестве С1 берется следующая

система соотношений в А^.
В качестве /^ берет^

НИЯ условий /)1; D2 Р d не пред «^а в Доказательство соблюде- 
Г»з вытекает из следующей легк£ ™ХХпйТрУД^^ В частности, 

Слово Q в Ао тогда и толк™ ™ доказуемои леммы.после^вІХ^ в слово R в А по-
ствует слово X в Л. такое, чт0Р Р«Ч когда су^-

является следствием из с,.
вийМСГвТлЫП п°^°А^^ф"‘«тИЛ^°пУ^^ уточнение.

" / ‘-4=^ S: С~-
нии С2, неразрешима проблема тожяРгтДеЛЯемой СИСтемой соотноше- 
невозможен алгорифм, посредством единичному элементу т е 
любого слова я в 4 Аля

следствием из С2.

к алфавиту Л,
с

всех woXmeS Сг В А‘~ полУчается
присоединением к Сх

где а-любой знак из Alt и соотношения 

f^iS —* 0.
Е;лиР-е7Я следУюЩая лемма.

чтобы соотношение (П Ю ДЛЯ существованияДостаточно, ZZToo£^ СЛедСТВием слова А в Ах такого, 
113 необходимо и

было следствием из С2. fRg^O
Из этой леммы и гм™ п
5 . Полученные результаты соблюдение условия /.

что системы соотношений С „вполне конкретны в том отношении 
причем ни сами эти слова ни1’^2 определяются словами Н G G’’
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Post’a и Church’a, что дало бы, однако, весьма громоздкие результаты. 
Мы предпочитаем другой путь, быстро приводящий к сравнительно 
простым системам соотношений.

6 Прежде всего мы покажем, что в теореме Post’a можно заменить 
систему необратимых преобразовании

Со Cft-PGi

системой обратимых преобразований
С, КіР^РК^ (і =
Здесь знак „Н “ означает, что допускается преобразование слова, стоя
щего слева от него, в слово, стоящее справа от него, а знак nJ_“ — 
что допускается как такое преобразование, так и обратное преобра
зование.

Может быть построена неразрешимая проблема следующего типа. 
Дан алфавит А3, содержащий букву h, и дана конечная система С3 
обратимых преобразований слов в этом алфавите. Ищется алгорифм, 
посредством которого можно было бы для любого слова в Д3 узнавать, 
переводимо ли оно в h конечной последовательностью преобразований, 
входящих в С3.

Эта теорема доказывается следующим образом. Алфавит А3 полу
чается присоединением буквы h к алфавиту Д2, т. е.

А3={щ Ь, с, d,et (i=l,.in), f, g, h}.

Соответственно каждому соотношению
К^К',

входящему в С2, устанавливается правило преобразования
РК'.

Эти преобразования вместе с преобразованиями 
аР | Ра,

где а — любой знак из А2, образуют систему С3. Легко доказывается, 
что соотношение

Q^R,

где Q и Р — слова в Д2, тогда и только тогда является следствием 
из С2, когда Qh переводимо в Rh конечной последовательностью преоб
разований, входящих в С3. Отсюда и следует, что А3 и С3 удовлет
воряют формулированному в теореме условию неразрешимости.

В этой теореме алфавит А3 может быть заменен алфавитом До и 
буква h — буквой а. Для этого можно применить метод, близкий к 
тому, которым пользуется Post для таких редукций (3).

7. Опираясь на только что формулированный результат, легко 
доказать следующую теорему неразрешимости.

Пусть А4 — алфавит, состоящий из букв a, b, с, d, е:

А4=^{а, Ь, с, d, е}.

Установим следующее правило обратимых преобразований слов в А4:
С4 PdQcRdSeQT ± PdQcRdSeTR,
где P,S, Т — произвольные слова в Alt Q и R — произвольные слова 
в Ао. Будем рассматривать слова в А4 вида UeV, где U и И удов
летворяют следующим условиям:
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Ri- V есть слово в Ао.
Ri- U не содержит е.
о3’ м начинается с и оканчивается на d.
Ri. Между всякими двумя вхождениями смере одно вхождение d. U имеется по крайней
Такие слова будем называть специальными.

любого специального ИсловаПUможно было бы для
Uea конечной последовательностью преобразовавдГп^ °Н° В СЛ°Л°

бмло переводимо в І, ко„ечиОй

необходимо и достаточно, чтобы слово
dLxcLxdL2,cL'2d...dLcL'adeV

было переводимо в слово ?
v „ dLlCL^L^L'2d.. .dLcL'deW

a c^”oS7P:Xyi“ ТоХзтиа"° правй>'с- 

результаты. ре„.ы устанавливаются следующие
Пусть А5~ алфавит,, состоящий из пеовых По

A-={(i ь с dp г п- , 13 латинских букв:Система соотношений: ’ Л S' Л k’ 1-

* о , о

тождестваДЕсли ДобавиГк^^у^ С ^РазРеш™ой проблемой
. . ..... 5 «ИК С, соотношениип и к С5 соотношения

ппж-^Пп (ы=а bed]
ГО получится система соотиоптений С. в алфа„те 

A^^b,c,d,e,f,g,h,i,}>k i т 
определяющая ассоциативную сигтрми ’ ’ ’

--^ны“ ~ м===-

™ Т““ая npSa

завдя самой теоремы Post’a, 
00 время подготовки этой

резюме работы Post’a t5'Thiio“ IZ« a \ Jf UVU»1L

Thue ‘h^^oTV^ - '—
системе, определяемой конечно/сйстешй S™ В. ассо«»ативной

—о н независимо —=
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