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ОБ ОДНОЙ ФОРМЕ РЕШЕНИЯ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУ
ГОСТИ ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ полосы

1° Решения Рибьера (*) и Файлона (2) позволяют загружать про
извольным образом продольные кромки прямоугольной полосы. Имее- 
мые элементарные решения позволяют приложить к Поперечным кром
кам полосы любой величины растягивающую силу, перерезывающую- 
силу и изгибающие моменты. Для полного решения задачи о равнове
сии прямоугольной полосы достаточно поэтому найти лишь способ 
учета влияния таких нагрузок поперечных кромок полосы, которые 
уравновешиваются на каждой из этих кромок порознь. Как будет по
казано ниже, задача эта может быть решена методом Фурье.

2° В рассматриваемом случае функция Эри определяется дифферен
циальным уравнением

vV?=o (1)
и граничными условиями

? = = 0 приг/=±д, (2>
а также

V У
Ы*=о= 5 $ \xx\x=odyi = F1(y);

-ь -ь

|?Ыі= 5 $ \х^^у2=Ра{у);

> (3)

|SL=- -b
У

iSL.-- = б.(й, 
— b

причем функции Ft {у) и Gi (у) можно считать ^заданными и удовлет
воряющими граничным условиям

Fi(±b) = F[(±b) = Gi(±b) = G’i(±b) = Q. (4)
Это позволяет за общий интеграл для <р принять

?= 2 { + + (5)
к
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где функции Yk(y), четные относительно у, определяются равенствами 

у i„\_ch(s*3/) {«„у) Sh (sky) _
h{J> Ch (skb) (s^Sh (skb) W

и корнями уравнения
Sh(2sfeO = -(2skb), (7)

нечетные же относительно у—равенствами

(v\ — ^^УІ _ (^У) ch (^У) /о\
~Sh(ss6) (skb) Ch [skb)

и корнями уравнения
Sh (25^6) =-f-(2$&6). (9)

Через в равенстве (5) обозначены числа

4 = isk (10)
вида

— + Pfe —
где ак и реальны и положительны; через ак и ск—соответствующие 
комплексные постоянные произвольные, через же ( ) величины, сопря
женные с ( ).

3° Подставляя (5) в (3), можно, пользуядь обозначениями

“к + ch-W=Qk, |
аке~^1 +ck = Rh J (1 >

И

^і(У) = 2 2 {Yk(y)^kChe-^1+ Yk{y)Tkcke-^i]J
* - -- - (12)

(У) = 2 2 {Yk{y) К cke - * + Yk (y) bkcke - M}, 
k

переписать систему граничных условий (3) так:

2 ^^У) Qk + Yuty^^F^y);. 
к
^{Yk{y)Rk + Yk{y)Rk} = F2(y)-
* - - - . (13)
2 {y* M+ Yk (y) XkQk} = - G. (y) + L, (y); 
к
2 ^'kRk + Yk (y) bkRk} = G2 (y) + L2 (y). 
k

В равенствах (13) функции Fi(y) и Qi(y) заданы, а Ц{у), ak и ch 
подлежат определению.

Наименьшее из чисел pfe^4,21. Это позволяет даже для квадратной 
полосы считать функции Д (у) весьма малыми по сравнению с Fi (у) 
и Gi (у) и разыскивать величины ак и ск методом весьма быстро схо
дящихся итераций, принимая для первого приближения Lt(y) равными 
нулю и уточняя их выражения в последующих приближениях, по 
мере уточнения величин ah и ск.
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Каждое из этих приближений требует двукратного разложения сразу 
двух заданных функций F (у) и G (у) в ряды вида

{Yk(y)Pk + Yk{y)Pk} = F(y),
* -___ (14)
N {Yh (у) \kPk + Yk (у) \hPh} = G {у), 
k

4° Для разыскания коэффициентов Ph в рядах (14) можно восполь
зоваться «ортогональностью» функций Yk{y), аналитически формули
руемой равенствами *

+?
\ {Y'k' (у) Y„ (у) - s%s* Yk (у) Yn(y)} dy = O
-b
+b
$ {Yh{y)Yn (yj-s^Ykbj) Yn{y)}dy = O
-b 

при кфп,

при кип любых,
(15)

легко выводимыми интегрированием по частям из дифференциальных 
уравнений

Y1ky{y)-2sikYk(y) + SikYk{y) = 0 (16)
и граничных условий Yk (і &) — Yk (J; b) — 0, которым подчинены функ
ции Yh(y).

Чтобы воспользоваться равенствами (15), введем в рассмотрение 
неизвестную пока функцию Н{у), определяемую зависимостью

V {Yk{y)slPk + Yk{y)s%Pk} = H(y), (17)
k

где Pk имеют те же значения, что и в (14).
Из уравнений (15) и (17) и первого из уравнений (14) следует, что

Pk = Ak-Xk, (18)
где 

+ь
F" (19)

k ь
+ъ

Mk= {{Yk by))2-SkYk{y)}dy (20)
-b 

и 
+ь

Xk Yh^ dy- (21)
-b

В равенствах (18) величины Ак можно считать заданными, ибо 
функция F(y) предполагается известной. Величины Xk будут известны, 
если мы сумеем найти функцию Н (у).

5° Будем искать Н {у) в форме ряда

н {у)= ^SnZn{y), (22)
п

* Найти эти свойства функций Yk (у) нам позволили некоторые соображения 
нашей статьи (3).
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где Sn—неизвестные реальные постоянные, a Zn (у)—совокупность 
таких реальных функций от у [удовлетворяющих тем же граничным 
условиям, что и функции Yk(y)], через которые можно выразить функ
цию Н(у), какова бы она ни была. 

Из (22) и (21) следует
(23) 

п 
где 

+ь
= $ Z^Y^dy, (24)

' -ъ
из уравнений же (23), (18) и второго из равенств (14) можно полу
чить для определения неизвестных Sn уравнение

A(y)=^SnTn(y), (25)
п 

где 
а (у) = 2 Ak+Yk - G м <26) 

к 
и может почитаться заданной функцией от у, а

Тп(у) = 2 {Yk{y)^kn+Yk(y)^kn} (27)
k

и могут также считаться известными, если функции Zn(y) так или 
иначе выбраны.

6° Функции Zn(y) можно всегда подобрать так, чтобы функции 
7’„ (?/) удовлетворяли условиям ортогональности, т. е. чтобы было

+Ь 
Tn(y)Tm(y)dy = O, если тфп. (28)

-ь

Подобрав их указанным образом, можно все Sn определить приемом 
Фурье, что дает 

+ь 
J А (у) Тп (у) dy 

---------------- • (29) 
J (у) dy 
-b

После этого все величины находятся с помощью равенств (18) и (23) 
каждая порознь. Таким образом ни одна из итераций, требующихся 
для определения постоянных интегрирования ak и cfe в общем инте
грале для <р, не требует решения никаких бесконечных алгебраических 
систем и может быть легко выполнена.

Замкнутость полученного решения можно всегда проконтролировать 
путем проверки того, стремится ли интеграл 

+ь
W= j [Т(у)- ^SnTn^dy (30)

— Ь п
при увеличении п к нулю или же к константе, отличной от нуля. 
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1° Изложенное решение позволяет произвести для прямоугольной 
полосы точную числовую оценку степени справедливости принципа 
Сен-Венана. Без всяких выкладок из него можно видеть, что местные 
напряжения, подчиняющиеся действию принципа Сен-Венана, уже на 
расстоянии от загруженной кромки, равном одному поперечнику 
полосы, уменьшаются примерно в 60 раз.

Изложенное решение может быть непосредственно использовано 
в теории изгиба тонких прямоугольных плит, две противоположные 
кромки которых жестко заделаны, две же другие устроены как угодно, 
и позволяет наметить некоторые такие пути решения бигармонической 
проблемы для прямоугольника, которые могут значительно облегчить 
решение этой проблемы для всякой области, конформно преобразуемой 
в прямоугольник. В частности, этим методом можно, повидимому, ре
шить такую важную техническую задачу, как задача об изгибе полу
круглых турбинных диафрагм, опертых лишь по наружному краю.

Возможно, что после соответствующих обобщений изложенный метод 
окажется применимым к решению задачи о равновесии призматического 
стержня, произвольным образом загруженного на торцах и свободного 
от нагрузки на боковой поверхности, т. е. к решению задачи, сформу
лированной сорок лет тому назад Альманси (4), но до сих пор не 
решенной. Он должен дать та* весьма существенные упрощения 
в решении проблемы Ламе(5) о равновесии прямоугольной призмы, 
все шесть граней которой загружены нормальными напряжениями про
извольно, а может быть, даже и более общей проблемы о равновесии 
прямоугольной призмы, совершенно произвольно загруженной.
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25 II 1940
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