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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ
ГД. И. ШЕРМАН

СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА И ТЕОРИИ УПРУ­
ГОСТИ ДЛЯ ПЛОСКОСТИ С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ ПРЯМОЛИНЕЙ­

НЫХ РАЗРЕЗОВ
(Представлено академиком!^!. Е. Кочиным 31 I 1940)

Пусть плоскость z — x-\-iy имеет п разрезов у2ь-і(& = 1 ,..ri') вдоль 
действительной оси. Верхний и нижний берега разреза yas-i обозначим 

через Yah-i и уИ-1 и положим ^ = 27^-1. Остальную часть вещест- 
1

венной оси обозначим через L2 и условимся обход и Lz считать 
совпадающим с положительным относительно верхней полуплоскости 
обходом действительной оси. Наконец, концы отрезков Y2fe-i обозначим 
через a2ft-i и a2h {к — 1 ,..., п).

1° Предположим, что требуется определить функцию ^(z), регуляр­
ную вне указанных разрезов и равную нулю на бесконечности, при 
условии, что на верхнем и нижнем берегах разрезов заданы соответ­
ственно ее^вещественная часть g, и мнимая g2.

Пусть (t) и <р2 (0 (где t = x—аффикс точки границы) обозначают 
предельные значения о (z) соответственно на верхнем и нижнем берегах 
разрезов. Введем две вспомогательные функции

= (1)

являющиеся, очевидно, предельными значениями некоторых регулярных 
в верхней полуплоскости функций ш, (z) и o>2(z).

На мнимые части функций ш1 (z) и <u2 (z) равны
§1 — ?2 „ gl + g2

И -----— '

На Ь2, где <р (z) имеет одинаковые предельные значения сверху и 
снизу, вещественная и мнимая части функции о>1 (z) равны между собою, 
а у функции <u2 (z) отличаются знаком. Поэтому на действительной оси 
будем иметь:

W*)+M*T=g2(0), (2)
где

82=( -1’ -1 На f1’ 
( l, —1 » L2;

„ (0) „ (0) — ( ~ 1 ~ — г (gi + ga) Паzoi

0 , 0 » Lz. ' ’
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Умножим каждое из равенств (2) на f , где z—произволь­
ная точка верхней полуплоскости, и проинтегрируем по всей действи­
тельной оси. Воспользовавшись предварительно теоремой ;Коши для 
регулярных функций «у (z) и w2 (z), перейдем затем к пределу, устре­
мляя z к точк,е t0 на Lr Найдем:

Lx

(/ = (5)2 2V °' 2"i ,) t —10 z_^t 2m J t—z '
Lx 0 Lx

Используя для решения этих уравнений известный прием Карлемана (х), 
после очевидных обобщений и некоторых преобразований получим:

1 „ £
(z)=- п (4 п С (^),1 V ' i «24 —2 У 2т J а^ —г У 2

Li

Li

где
(z) = ■ A0 + AxZ+^.+An_x^__ ,

П(«24— 2) 4 («24-1 2)4 
1 .

П («24 — 2) («24-1 2)1
a Ak, Bk—произвольные постоянные, удовлетворяющие условиям *:  

Ak + iAk = Q, Bk-iBh = Q.
п —

При этом под П ^2^1'—Ту следует понимать предельное значе-

ПУ a2fc — z > 4\а к г —Ту на верхнем берегу разрезов.

Наконец, возвращаясь к равенству (1), найдем следующее выраже­
ние для искомой функции:

1 1

, , 1 гл А «гъ — 2 Л 4 С тп У «24-1 — « Л 4 £1 + ?2 Jf л

• 1 Lx

A n —

,_u (6)
' 2m V «24 ---- 2 У J 1 \ «24—1 * У 2

■Ll

?0 (z) = — i {«/°) (z) 4- «7°) (z)}.

* В последнем легко убедиться непосредственно из равенств (2).
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2° Перейдем теперь к соответствующей задаче теории упругости 
Пусть на верхних берегах разрезов заданы внешние силы, а на ниж­
них берегах заданы смещения. Как известно (2), задача в этом случае 
сводится к определению двух регулярных вне разрезов функций <₽ (z) и 
ф (z) из предельных условий: т v 7

8? W + X (0 = / на у2й_і (Л= 1 ,..., п), (7)
где 8 = 1 на Ysk-i и 8 = — х на yV-i (*—упругая постоянная), функция 
/(гН^Ф^/Ч^-іЙ / = /2,на причем / и / 
определяются по заданным внешним силам и смещениям. Главный век­
тор внешних сил, действующих на берегах каждого разреза, будем 
считать равным нулю. Кроме того будем считать (со) = X (со) = 0 * так 
как постоянные, в которые, вообще говоря, обращаются на бесконеч­
ности функции ?(z) и X(z), всегда можно выделить.

Через ?! (i), X (г) и <р2 (^), Х2 (?) будем обозначать предельные значе­
ния функции ?(z) и X (z) на верхнем и нижнем берегах разрезов.

Умножим обе части равенства (7) на^ А, где z-произвольная 
точка верхней полуплоскости, и проинтегрируем по сумме разрезов 

у2й-1- Получим:
1

‘ [^dt + + ___
Ь 2« dt =

L1 bl £
$ T^Tdt- (8)

Ll
Так как X (z) имеет на L2 одинаковые предельные значения свеохч 

я снизу, то r J

ОО ____ 

— со

По теореме Коши имеем:

?! (^) - lim С dt 4- lim -U С dt = 0. (ЮУ
z^t0 J t — z 2™ J г —и’ UW

М Li

Перейдем теперь в равенстве (8) к пределу, устремляя z к точке t 
на L С помощью (7), (9) и (10) полученное равенство может быть 
преобразовано к виду:

“ * {?і W + ?2 (*„)} + lim Щ dt = 
z->t0 i 1 zL1

= /2 + lim-^- С 4—~dt. (in
z-^t0 2 t — z I11!

Li

Задача свелась, таким образом, к решению системы (10) и (11).
Введем обозначения: '

= (12)
bi L1
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и положим:
F (z) = еШ Ft (2) + F2 (z). ] 
Ф (z) = еЫг) Фх (z) 4- е№> Ф2 (z), j (13)

где фх (z) ,..., Ф2 (z) —некоторые неизвестные пока регулярные функции. 
Далее, предположим, что

(14)
еФіР+іо) — /я ^Фі(і-іо), 
£>$2(t+i0) = f/l g$2(<-i0)

где фх (t 4- i 0) ,. .., ф2 (t — i 0) суть предельные значения соответствующих 
функций при стремлении к Lr сверху и снизу, а тх и т„—некоторые 
постоянные.

Уравнения (10) и (11) могут быть переписаны следующим образом:

^1(t“i0) (t 4- i 0) - х Фх (t 4-І 0)} 4- x {Л (t - i 0) 4- Фх (t - i 0)}] + 
+ е-И* -») [m2 {F2 (t 4- i 0) - x Ф2 (t + i 0)} 4- x {F2 (г - i 0) 4- ФД« - i 0)}] =

e|i(t-io) Ф1 (£ 4- 7 0) — (Z — 10)} 4- e^Ct-io) {т^ ф^ 4-/0) —
-^(Z-/0)}=0. (16)

Функции Фх (z) иФ2 (z) определим через Ft (z) и F2 (z) из соотношений: 

mi {Л (z) - x Фх (z)} = - x {F^ (44- Фх (z)}, 
m2 {F2 (z) - x Ф2 (z)} = - x {F2 (z) 4- Ф2 (z)}.

Подставим в (16) вместо Фх (t (-/0), ®2(z4-Z0) их выражения через 
-FX(Z 4-/0), F2 (Z 4-/0) и определим постоянные mx и тг таким образом, 
чтобы коэффициенты при Fx(Z-j-/O) и F2 (Z 4- / 0) в новом равенстве 
равнялись единице. Взяв различные значения корней полученного для 
тг и т2 квадратного уравнения, будем иметь:

гтс іт:

mx == }Лх е 2 , т2 — ]/х е 2 . (17)

После этого равенства (15) и (16) примут вид: *

~ >('4' *"~ ‘и <0 +‘ 0) - Л (< - І 0)} -

- *■-«  (р, («+; о) - । < о» =

= А+н“-^г $ (18)
2->10

Ь1

еФі(і - to) (z 4- / 0) - F, (z - /0)} 4-
4-еф2(і-іо) {F, (Z + і 0) - F2 (z - / 0)} = 0. (19)

На основании формул (14), (17) и (18), (19) найдем сначала 
Фі (Z 4- Z 0) — фі (Z — / 0) ,..., F„ (Z 4-Z 0) — F2 (t — i 0), а затем и функции 
Фі (z) ,..., F2 (z), выразив их через интегралы типа Коши. Возвращаясь

* Таким образом можно пытаться решать систему любого конечного числа сингу­
лярных уравнений вида (10), (11) с постоянными коэффициентами.
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.после этого к одному из равенств (10), (И), найдем после некоторых 
вычислений следующее выражение для искомой функции:

1 Li 1
П -к ®2 z» n х 9 2 /—

-ТЙП(^) $п(^) т
Li

где
6, = ■ *. 1g х + у-, 6 = Л. 1g х 1-. 1 4ш ° 4 ’ 2 4—с ° 4

К правой части уравнения (20) следует еще прибавить решение 
однородной системы, которую получим, положив в уравнениях (10) и 
(11) свободный член равным нулю. Это решение, которое обозначим 
через <р0 (z), может быть (так же как в случае 1°) легко найдено из 
следующих соображений. Для функций L\ (z) и F„(z), соответствующих 
этому случаю, будем иметь:-

F1(t+iO)-F1(t-iQ) = O, F2(t + i0)-F2(t-i0} = 0.

Отсюда следует, что функции F± (2) и F2 (z) однозначны в плоскости и 
могут иметь особенности лишь в точках «2fe_i и a2h(k=l п). Огра­
ничимся рассмотрением абсолютно интегрируемых решений. Тогда [учи­
тывая вид функций фДг) иф2(г), см. (13)] нетрудно видеть, что X (z) 
и F„( z) могут иметь лишь полюсы первого порядка соответственно в 
точках a2k и 1 ,..., п). Поэтому

СО (z\ — + Лі z+ ■ ■ ■ + z""1
ТО\Z) п

П (а2Л-1 — z — 2)1-81
1

ь Во + Вг z + - • ♦ 4~ В„г ztl 1
П 5

где Ль и Bk (& = 0, 1 ,...,п — 1)—произвольные постоянные.
Зная о (z), легко найдем функцию ф (z). Этим исчерпывается реше­

ние задачи.
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