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1. Пусть п материальных точек с массами т0,. . . , тп_1 движутся 
под влиянием взаимного притяжения по закону Ньютона. Обозначая 
через Ді, расстояние между точками и т, в момент t и полагая

М^т0 + т1+ ... + тп^,
мы можем написать следующее, хорошо известное соотношение

(1)
открытое Лагранжей для задачи трех тел и обобщенное Якоби на задачу п 
тел. Через / обозначена постоянная притяжения, а через h — постоянная 
интегрирования.

Введем новые переменные связанные с такими соотноше
ниями

АЕц К-1
dt — (2)

где пц л ац — постоянные величины, которые будут в дальнейшем опре
делены ближе. Тогда 1

-^± = 2п-а-~ С

и потому после интегрирования соотношение (1) дает

2 ац = fM^ mi m, (пц a^1 Ец A-ht + const,
или

< {nija^y1 fMEij \ +const, (3)
'ij J ' 'так как

dAi}_d(,n^ai^) d4
dEtj dEij -ПЧаЧщГ ■

Пользуясь неопределенностью, остающейся в выборе постоянных 
Пц и а^, положим

h = - fM V щ mjаЦ. (4)
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Если ai} Ф 0, то наложим еще дополнительное условие

п^а^ — ^М', (5)

если же бц/ = 0, т. е. соответствующий член в сумме (4) отсутствует, 
то положим

= (6)

а соответствующую переменную Eij обозначим для отличия через Sjj.
Таким образом, учитывая все могущие здесь встретиться возможности, 

уравнение (3) можно написать следующим образом:

Ш mj a# {— +1 - n’/ Ец } +

I V" /о x-i f d4 1 .+ Z mi mi (ЭД = const’ (7)

где суммирования 2' 11 S" распространяются соответственно на зна
чения индексов г, /, для которых оо и а^=со.

Этому линейному уравнению в частных производных 2-го порядка 
должны удовлетворять все те выргжшия t через переменные Е^ и %-, 
которые можно получить из соотношений

Eij — Eij (/), ^ij—^ij^^
вытекающих из полного решения задачи п тел, и уравнений (2).

2. Уравнение (7) можно рассматривать как обобщение уравнения 
Кеплера, в его дифференциальной форме, на задачу п тел. Действи
тельно, если п — 2, то это уравнение приводится или к виду (Е01 = Е, 
«оі = «)

— + г — n-17J = const, (8)
если h Ф 0, или к виду

ЛЧ (2?)3/2 + /пх— '-Ц=- а — const, (9)
/ fM

если h — 0.
Но уравнение (8) эквивалентно соотношению

п (i — Т) = Е — е sinE,

что представляет уравнение Кеплера для эллиптического (а > 0, п и Е 
вещественны) или гиперболического (а < О, п и Е — мнЕМые) движений.

Уравнение (9) эквивалентно, если опять ограничиться только сущест
венными произвольными постоянными, такому: 

Уме (/-ТЭД-Ца3,

заменяющему уравнение Кеплера в случае параболического движения.
3. Другой частный случай, когда (7) приводится к обыкновенному 

дифференциальному уравнению, это—-случай лагранжева движения 
п тел. Этим именем назовем движение, при котором все расстояния Ду 
сохраняют постоянные отношения. В случае такого движения мы можем, 
в силу соотношений (2), положить Eij=lijE, где /у — постоянные коэф
фициенты. Подставляя эти выражения в уравнение (3) и обозначая 
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через А и В постоянные величины, для определения Е получим урав
нение J 1

d^t
-A dE* ~ht — BE = const.

Если h =# 0, то это уравнение дает
W~ Л = £ — (£) sinE, (10)

где N, £ и Г— постоянные, и потому из соотношений (2) будем иметь
~ij = N 1 (1 — $ COS E). (11)

Если h — Q, то, заменяя E через А^В *s, найдем

Ni (t — = + (12)
— l^N1 1 (1 -f- o“), (13)

т. е. формулы параболического движения.
Итак, в случае лагранжева движения взаимные расстояния опреде

ляются либо формулами (10), (11), представляющими эллиптическое 
или гиперболическое движение, либо формулами (12), (13), представ
ляющими параболическое движение.

Это предположение, обобщающее свойство лагранжева движения, 
давно известное для задачи трех тел, на случай задачи п тел, является 
прямым следствием того факта, что уравнение (1) приводится в рассмат
риваемом случае к виду, соответствующему задаче двух тел.

4. Уравнение (7) позволяет получить некоторые заключения отно
сительно роста взаимных расстояний Лу, когда эти расстояния стремятся 
к бесконечности. Не вдаваясь в подробности, отметим лишь общий 
принцип получения таких заключений. Рассмотрим самый простой 
случай, когда сумма всех членов уравнения (7) за исключением одного 
представляет ограниченную функцию. Опуская индексы у выделенного 
члена, мы можем написать это уравнение в одной из двух форм:

^ + к = п-Е + Ф,

d^t
рЩ a-pF,

где Фи W — ограниченные функции.
Используя это последнее обстоятельство и уравнение (2), легко 

показать, что рост расстояния Д, соответствующего выделенному члену, 
при t —»±со, характеризуется во всех случаях равенством Д = £(|г|)’
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