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Как известно (Д, среди всех хаусдорфовых пространств компакты, 
и только они, являются непрерывными образами канторовского совер­
шенного множества. П. С. Александров доказал(2), что любое биком­
пактное хаусдорфово пространство веса -с есть непрерывный образ 
некоторого замкнутого множества, лежащего в дисконтинууме D, (дискон­
тинуум D- определяется как топологическое произведение т экземпляров 
пространства, состоящего из двух изолированных точек).

В настоящей заметке показывается, что любое замкнутое подмноже­
ство из есть непрерывный образ всего Dx; кроме того известно (3). 
что непрерывный образ бикомпакта веса т есть бикомпакт веса 
Ооъединяя все эти результаты, получаем следующую теорему.

Георема. Среди хаусдорфовых пространств все бикомпакты веса 
^г,и только они, являются непрерывными образами дисконтинуума D-.

Доказательство. Предположим, что пары точек, произведением 
которых является , вполне упорядочены раз навсегда по типу 
где ш- — наименьшее порядковое число мощности т. Каждую точку 
x^D- можно рассматривать как некоторую вполне упорядоченную по 
типу ш- систему нулей и единиц:

х = {х'<}, v < шт, ^ = 0 либо 1.

Числа х‘ будем называть координатами точки х, причем окрест­
ностью этой точки является совокупность точек, у которых данные 
в конечном числе координаты совпадают с соответствующими координа­
тами точки х, а остальные произвольны. Если фиксированы а , а 
. . . , as-an координаты, то соответствующую окрестность точки ж об^зна- 

чим через t^aia2,...,as (ж). D- будем обозначать также Dw .
Заменяя каждую точку x£D^ х = {х'}, v < «к ее «а-отрезком» 

ха = {х'‘}, v < а, получим —при топологизации, аналогичной только что 
изложенной,—пространство и непрерывное отображение S^ — Xa.
пространства Dw_ на пространство Da .

Для того чтобы убедиться в непрерывности 8Л, достаточно заметить, 
что 8Л 1 [^„.„аДжа)] = U.... аДж), если 5аж = жа.
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Если а < р < , то каждой точке € Dp

^ = M, v<p

пространства Dp соответствует точка

= б1» жр = {х'}, v < а

пространства Da, причем St есть непрерывное, одновременно замкну­
тое и открытое отображение пространства Dp на Da, непрерывность 
$а можно доказать совершенно так же, как выше доказывается непре­
рывность = Отображение 5» замкнуто, как всякое непрерывное 
отображение бикомпакта, и открыто, так как образ окрестности из Dp 
есть в свою очередь окрестность из Da. Отметим также очевидное 

соотношение: которое понадобится в дальнейшем.

Пусть F — некоторое замкнутое подмножество Dw_. Полагаем:

D = bJcD,, F^S^Fa.

F„. замкнуто, как образ замкнутого F, a Fa замкнуто, как прообраз 
замкнутого Fa . Кроме того

F = П F*.
Л<О)Т

В самом деле, F С Q Fa, так как F при всяком а; с другой 

стороны, _если z^F и Daii...jtts (z) — окрестность z, не пересекающаяся 
с J* , то z g D* для a > 04 , a > a2, . . ., a > as, так что и подавно 
2 € П другими словами F 2 П F^ и окончательно F = П Fa. Ана- 

а a a
логично, если X < — трансфинитное число второго рода и Фх — любое зам­
кнутое множество Dx, то, полагая для а<Х Фа = 5^Фх и Фх =

будем иметь Фх = П Фх . 
а<\

Приступим теперь к построению непрерывного отображения прост­
ранства Dz на его замкнутое подмножество F. В дальнейшем буква F 
будет обозначать это фиксированное замкнутое множество И F^S^F.

Построим для каждого a < w. непрерывное отображение <ра пространства 
Da на Fa. так, чтобы для a < р и х$ g D^

^Sl(.x^ = Sl^^x^. (К)

и будет осуществлять искомое непрерывное отображение всего 
D. на F.
• Построение будем вести индуктивно, отдельно для трансфинитов 
первого и второго родов.

При а = 1 и Da и Fa пусты, отображение будет единственным 
отображением пустого множества на пустое. Пусть определено . 
определим ^а+1 следующим образом:
, Пусть я«.+16 Da+1 — произвольная точка пространства Dtt+1, полагаем 
5a+1 Za+l = И (Жа) == .

Обозначим через x^+i точку D«+i, которая отличается от ха+1 лишь 
своей a-ой координатой, т. е. S2+1 xa+i = Sa+1 хл+і.

2 Доклады Акад. Наук СССР, 1940, т. XXVII, № 5. 433



Опредзлим сразу (х»^і) и ы (а;а+1). Возможны два случая: либо 
обе точки {S^1) ~ ул содержатся в , либо лишь одна из двух; в первом 
случае обозначим эти точки чзрзз г/і^і и yk+i, во втором случае точку, 
принадлежащую F^t , обозначим через уа+1.

В первом случае полагаем:

^а-І-І (^a-l-l) = 2/a+l , 
ф*+1 (^а+і) = Уа+1 , 

причем, для определенности, обозначения выбираем так, чтобы у жа+х 
и уа+-і, и, следовательно, у и совпадали а-ые координаты, т. е. 
ха = у*. Во втором случае полагаем: (х»+1) = <pa+i (Яа+і) = •

Для построенного таким образом отобр ажения <ра+і имеем очевидно: 

= S^ J

кроме того для у < а имеем:
[(5: н) -1 жД = 5:+1 №х) -С = хл ,

но, в силу индуктивного предположения, для <ра и ^і-(у<а) справед­
ливо (К), т. е.

^5у(хл) = 3^(рл(хл); 
далее

так что окончательно получаем 

(^л+і) = ?а+1 (^a-f-1),

где £a+i € Дч-1 — произвольная точка пространства Da+1. Таким обра­
зом свойство (К) оказывается выполненным и для <?а+1.

Пусть q;a построено для всех a < X, где К — трансфинитное число 
2-го рода. Построим ^х- Для этого в произвольной точке

®х={«Д, v<X, 
полагаем

?хЫ = Ух = {у4}, V<X, 

где у'* определяется следующим образом: берем а, удовлетворяющее 
условию v < а < X;

для имеем
<рХ(жх) = {у^}, р<а;

стоящее справа у'1 и есть искомое.
Из условия (К) для <ра при a < X с очевидностью следует, что опре­

деленная таким образом v-товая координата ух не зависит от выбора a 
и определяется, таким образом, однозначно. Кроме того для выпол­
нено условие (К) по самому определению отображения.

Докажем, чго <px(Dx) = Fx. Пусть 

п&х)=ух= 7<х- 
При любом a <^Х имеем:

Sa У\ = Хх£Рл = Fx , 
откуда

(S^S^yx^^^F^F^,
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но так как
П (5») ^Ух^х и DK = Fx,' 

а<Х
получаем

Ух € ^х, 
т. е. ?x(A)GFx.

Для доказательства обратного включения достаточно заметить, что 
фа (я») = Хл ДЛЯ любого а < Ш- И ДЛЯ КЭЖДОЙ ТОЧКИ Xa.^Fa; это очевидна 
для а = 1, сохраняется при переходе отака + 1иота<Чк k = lima 
и справедливо, следовательно, для всех а^ш..

Остается доказать, что отображение <ра пространства на Рл непре­
рывно, каково бы ни было а. 1

I. Отображение <рг непрерывно. Доказательство излишне.
II. Из непрерывности следует непрерывность <ра+1.
Докажем отдельно:
а) Какова бы ни была окрестность F₽1, ..... ₽Дуа+1) точки умл = 

= ?а+1И’а+1), удовлетворяющая условию шах [^ , ... , 0Д < а найдется 
окрестность Uai.... Лк(х +1) такая, что.......................................а (уа+1).

о) Вели Уа.^1 — фа-щ (жа+і), то всегда найдется окрестность
<ч..... «X (^*+1) 

такая, что

ф»+3 [^ах....... аЛ (^а+1)] С Va (Уа+1) ,
Так как произвольная окрестность точки ул+1 есть либо окрестность 

.........................удовлетворяющая условию max , ... , ps] < а, либо 
окрестность 7а(уа+1), либо пересечение окрестностей этих двух типов, 
а образ пересечения содержится в пересечении образов, то, соединяя 
а) и б), получим: какова бы ни была окрестность Vy^..^ (ул+і) точки 
Уа+і = фа+і(жл+1), всегда найдется окрестность . ^Ха^Л точки а:а+1 
такая, что

[^ах.......а/ (Za4-1)] С Vy^.. ,,уг (Уа+1),

иными словами, отображение срл+1 непрерывно.
Перейдем к доказательству а) и б).
а) Очевидно, что

{Ув.),

ТДе У °- = У^1 = ^а+ фаЩ (Жа-Х1) = фа5“+1 Жл+1 = (жД.

В силу непрерывности найдется окрестность U'^ . ^^Xa.) такая, что. 

фа [^аі,...,ах (^а)] Fgj,(уа).

Очевидно, что и
1 Г !: Г| ^1) 1 ^01,...,₽, (Ўа) j

НО

■^'“■+1 П (*^а ) фа [^ai,...,aj (^а)] = фа+1 [t/ai,...,aj (жа^-1)]

И

^а+1 П ....... рДуа+і),

откуда следует, что
ф»+1 [^ах,.. ,,ах (^а+1)] £ ^₽i,.. .,0s (?/а4-1)>

что и требовалось доказать.

2» 435



Для доказательства б) нам потребуется следующая лемма:
Обозначим через Ма+1 множество точек жа+1 g Da+1, для которых 

обе точки (5а+1)-1 [?а(5а+1я;а+х)] принадлежат к Fa+x, через 7Va+i,о мно­
жество точек из дополнения к M,+i, для которых a-ая координата точки 

равна 0 и N^, 1 = Da+1 - (Ма+х + ^+х,0).
Покажем, что Мл+і, Na+i,o и Na+1)1 суть одновременно замкнутые 

и открытые подмножества Z)a+1.
Обозначим соответственно через Ра,<2а,о и множества точек 

У^Рд., для которых обе точки (5а+1)-1 (ул), лишь та из двух, которая 
имеет a-ую координату, равную 0, лишь та, которая имеет a-ую коор­
динату, равную 1, содержатся в Fa+1.

Так как

для доказательства открытости и замкнутости множеств Мa+i, 7Va+i,o 
и 7Va+1, 1 достаточно показать открытость и замкнутость множеств Рд, 
^а,о и ^a,i относительно Fa. Обозначим соответственно через Fa+1,o » 
Fa+x,x множество точек ул+1 g Fa+1, у которых а-ая координата равна 
О, равна 1. Fa+ij0 и F^+i.t суть одновременно замкнутые и открытые 
подмножества F^i. Кроме того

ра=ў/%м(К+ч+1.і,
<?а, о = Fa - Fa+1, х и ^а,1 = Fa - Fa+lt 0 .

Так как отображение 5a+1 и замкнутое и открытое, то множества Ра , 
<?а,0 и &,х одновременно замкнуты и открыты, что и требовалось 
доказать.

б) . Выберем ..... а^Джа+х) так, чтобы эта окрестность целиком 
содержалась в том из множеств Ма+1, А?а+1, о или 7Va+1, х > к которому 
принадлежит жа+1-

Тогда, как легко проверить:

<Pa-|-l (^л+і)] Ра (2/a+l),

что и требовалось доказать.
III. Из непрерывности ўа для всех а < X следует непрерывность 

(здесь X —трансфинит 2-го рода).
Доказательство аналогично доказательству а): каковы бы ни были 

р! < X, ... , ps<T, найдется такое а < X, что <С а, ... , ps < а, поэтому 
для любой окрестности У^..... р8(?/х) точки г/х = ?х (яД g Fx найдется такая 
окрестность U(ях), что [£/»!,...,»& (ях)] С У₽ь...,₽, (уу.), что и требо­
валось доказать.

Поступило
14 III 1940 
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