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ПРОСТРАНСТВА Сш И С* И СХОДИМОСТЬ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ 
ПРОЦЕССОВ В НИХ

(П редставлено академиком В. И. Смирновым 19 11948)

1. Определение 1. Обозначим через С множество всех функ­
ций вещественных, непрерывных и 2к-периодических на (—оо, оо). 
Для любой функции /ОС положим

II / II ? = max | / (х) |,

«(«,/) = sup 1/(х-фА)— /(х)| (0<М<сс).
— со <х<оо0<й<а

Функцию ы(и, /) назовем модулем непрерывности функции 
/ОС.

Лемма 1. Для того чтобы функция ^(и), определенная при 
ОДиДу-, была модулем непрерывности некоторой f ОС такой, 
что / const (т. е. чтобы нашлась fOC, /Ф const, такая, что 
ы(и)=(Ди, у) при 0-<«<»), необходимо и достаточно одновре­
менное выполнение следующих пяти условий-.

1) w(0)—0;
2) 0<o(n')<Cw(w") при 0<и'^и"-
3) ы(и) = со(к) при к/ц<Д;
4) (цДД-ы («2);
5) ® (и) непрерывна при О^и ■
Определение 2,. Множество всех функций <»(w), определенных 

при 0-<и-<°о и удовлетворяющих условиям 1) — 5) леммы 1, обо­
значим О.

Лемма 2. Для любой функции со € О существует конечный 
предел

lim " ■ ^0.
И-»О+ <Ди)

2. Определение 3. Пусть «6Q. Для любой /ОС положим

M^f = sup
CG<X<Z со 
0>Л<оо

| / (л + Л) - / (х) I 
«О)

и обозначим через Cw множество тех функций fOC, для которых



Определение 4. Пусть со б Q. Для любой функции f б С“ по­
ложим

||/Д| Vs ° ^11 с (О

Теорема 1. Сш есть линейное множество функций, и норма, 
введенная форм улой (1), превращает Сш в пространство типа (В).

Множество Сш с введенной в нем нормой (1) будем называть про­
странством Сш.

Определение 5. Пусть собП. Обозначим через Са множество 
тех функций / б Сш, для которых

,. | f (л 4- л) — f (х) I Лlim равномерно относительно х.
л->о+ ш (Л)

Для любой функции f^Ca положим

11/11*- = II (2)

Теорема 2. Сш есть линейное множество функций, и норма, 
введенная формулой (2), превращает Сш в пространство типа (В).

Множество_Сш с введенной в ней нормой (2) будем называть про­
странством Сш.

Определение 6. Множество функций ft С, для которых суще­
ствует константа K — Kf такая, что

| f (х-\-К) — f (х) I при — co < x < oo, 0 < A < o=,

обозначим Lip 1.
Лемма 3. 1) Пусть со € Q и

lim —— =0.
и->0+ ш (и)

Тогда Lip 1 g Сш.
2) Пусть со б Q и

lim >0.
ц_>0+ “(и)

Тогда Cw~Lip\ и Сш состоит из тех и только тех /,для ко­
торых f (х} = const.

Теорема З. Пусть собП, <»6Q. Тогда следующие факты равно­
сильны-.

1) ШЙ -^< + 2) С-сСу,
и->0 +

3) С^сС*; 4) С^Сш.

Теорема 4. Пусть собП, <об£1. Тогда следующие факты равно­
сильны-.

1) Пт Д^1=о; 2) C-gC*.

Теорема 5. Какова бы ни была со б О, пространство Сш сепа­
рабельно, а пространство Сш не сепарабельно.
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3. Пусть
X] 
ДП ДО ДОX] Х2 Хз 

  (ЭД) 
Ап) (п) (п) (п)
X] Л2 Лз . . . Л2л+1

есть матрица узлов тригонометрической интерполяции (0<>!я)< Х2Я)<... 
. . . <Х2л+1 <2ir, л=1, 2, 3, . . .) и пусть

№
1?\х) ^’(х) /Р(х)

Пп)(х) 1^...1^(х)

есть матрица соответствующих фундаментальных интерполяционных 
тригонометрических полиномов, т. е. пусть /1”\х) есть тот единствен­
ный тригонометрический полином порядка который удовлетво­
ряет условиям

/Г(хН) = 1 при i — k
О при i=f= k

'і, ^=1, 2,. .. , 2«4-l 
n= 1, 2, 3, . . .

Для любой ЭД положим
2л + 1

Ля(ЭД) = тах У|Лп)(х)?.
х 4 = 1

Если f (х) конечна на [0,2—], то пусть
2п+1

Un ^,f) = Un (ЭД, Л X) 2 f(x№ zln)(x).
* = i

Определение 7. Пусть ПЛ означает множество тех со € П, для 
которых выполнено хоть одно из следующих условий

lim со ( —) log п > 0 или lim <u <0 > 0.
л->оо \п / и^б+ “ (и)

Пусть Па* означает множество тех со € П, для которых

lim со ( — ) log л = Д-оо или lim > о.
п^ОО \ п / «-»о+ ® (и)

Те о рема 6. Пусть со € Па (<о€Па»), ^1 —заданная матрица. То­
гда для того, чтобы для любой функции f € Сю {f С С*,) имели бы

lim I, г = 0, (3)
со

необходимо и достаточно выполнение условия

lim Ля (ЭД) со — 0 
л->оо \п У

2* 1391



Теорема 7. Пусть w€Q— QA. Тогда найдутся матрицы ЯП' и 
ЭД" такие, что

а) Л„(ЭД')=Л„(ЭД") (« = 1,2,3,...);
b) lim || f— Нп^', f) И ~=0 для любой f б.Сш;

П-^ 00
с) существует f такая, что lim || f) ц ~ ос.

Л -> ОС

Теорема 8. Пусть w€ 12 — Од* и
и ta —— =0.«->0 + ш(«)

Тогда найдутся матрицы ЭД' и ЭД" такие, что
а) Л„(ЭД’)=Л„(ЭД") («=1,2,3,...);
b) lim || f — Un(^', f) II £ = 0 для любой f б C*,c,

п -»ОО
с) существует такая, что lim || Пп (ЭД", /) || ~ ос. 

п -> ОС

Следствие 1. Если <o€Q и lim со f— log«>>0, то по любой 
П-^ОО \п J

матрице ЭД найдется f С См такая, что

ta || /-67ДЭД,/) Ц ~>0. (4)
I л~> ОО

Следствие 2. Если со С11 и lim со log « = -|- ^, то по любой 
п->00 \ nJ

матрице ЭД найдется / € такая, что

ta II II г = +«. (5)
И -> 00

Замечание 1. Эти следствия суть обобщения известной теоремы 
С. Н. Бернштейна — Faber’a о том, что по любой ЭД найдется f^C 
такая, что верно (5). Следствие 1 получается из теоремы 6, если учесть, 
что, по известной теореме С. Н. Бернштейна, для любой ЭД

Ап (ЭД) >• A log п (« = 1, 2, 3, . . . ),

где А— абсолютная константа.
Замечание 2. Теорема 7 означает, что если со €12— 12д, то не 

существует никакого условия, выраженного только через Л„(ЭД) и ы 
и такого, что

1) если это условие выполнено, то для любой ffzCw верно (3);
2) если это условие не выполнено, то существует / б Сш такая, 

что имеет место (4).
Аналогичное замечание можно сделать относительно теоремы 8.
Результаты, аналогичные изложенным, справедливы для интерпо­

ляции посредством обыкновенных полиномов; однако условие
lim —t>0 ТаМ заменяется условием Itm —'—->0. 

«^о+ “ (") “ (и)
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