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МАТЕМАТИКА
Академик С. Н. БЕРНШТЕЙН

ВТОРАЯ ЗАМЕТКА ОБ ОДНОРОДНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 
КЛАССАХ

1. Дополним некоторые результаты заметки (*) для случая одной 
переменной и приступим затем к приложению того же метода к функ­
циям нескольких переменных.

Добавление к теореме 1 (J). Все функции f (х), принадле­
жащие некоторому данному специальному однородному телу не­
прерывности f (х) € S4(plt . . . , pk', М) порядка q ра­
диуса Af, принадлежат основному однородному классу Tlq порядка q, 
причем

sup n*Anf(x)=Mc(S (рра.^, (1)
(р.; а;М)q I г

где постоянная c(Sq(pp, не зависит от п.
Это дополнение к теореме 1 заметки (г) вытекает из того, что 

лемма 1 (1) применима к специальным однородным телам так же, 
как и к основному однородному телу £14(R).

2. Первое добавление к следствию 5 (1). Всякий спе­
циальный класс S^^py,^ порядка q с характеристикой m>q 
включает все специальные однородные классы (рр, а,) с характе­
ристикой т' т.

(Это утверждение содержится в следствии 5 при дополнитель­
ном предположении ограниченности функций /(%)).

В самом деле, если f (х) 6 а'.; М), то целая функция сте­
пени «0, определенная формулой (^), формула (5))

осуществляющая неравенство * 

\f^-gnSX^\<C^
о

(51)

* При применении на практике формулы (4’) полезно напомнить, что оценка 
погрешности (51) справедлива при соблюдении лишь двух условий: ^р^-ртА,

| а; | 5= 1. Легко проверить, что при любых р\ тело S (рр, ар pj ; а/ ; М / р. у
каково бы ни было /0 (1CZ если положить ai — 'Ji—а'(—р,—

, , Г, , k
Pi = 1. Таким образом, если можно выбрать / так,

чтобы все | y.f |>1, заменяя в формуле (41) р[ и а', через р’’ и а' 
в правой части неравенства (51) Mcq/ p^q вместо Мсч / пч-

, мы получим 
Например, если
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принадлежит, согласно следствию 2 (1), телу того же специального 
класса а') (с радиусом Л4Х|д |), и при помощи леммы 2 (*)

І

и леммы (2) нетрудно показать, что g^ n(x)=gna(x)— ^(0)+ . . .
1 1

0 при соответствующем подборе последова­

тельности по-*О, каково бы ни было т^т'. С другой стороны, 
вследствие теоремы 3 (*), каков бы ни был специальный класс 
^”Чрй а<) с характеристикой m~>q, из (51) следует

Ур^^^-^У У te„, ~ U)] I < Lh’’ > (2>

где постоянная L не зависит от п0. Поэтому вследствие

У Pi te„. (Х + — gn° Wl = У Pi te;, m g^, m (*)] -*0

при w0->0 для всех m^-rn', неравенство (2) приводится к

У РіШ* + r^h) — f(x)] <Lh4.

Следствие 6. Все однородные специальные классы S^^pc,^ 
порядка q, имеющие ту же характеристику mq, эквивалентны.

Это утверждение (очевидное для вырожденных классов m0<^q, 
так как по теореме 2 (9 последние состоят лишь из многочленов 
степени <т0) вытекает непосредственно из предыдущего в случае 
ma>q. Остается рассмотреть случай ma^q (критический класс), 
когда теорема 3 (х) неприменима. Полагая тогда т'=m = q в преды­
дущем рассуждении, введем соответственные характеристические 
указатели ^=— У py™, №——Уру1т^® классов S^4p„ а.), 
J т! 1 ml ‘ 1 ІО

°Q- Пусть = в таком случае для всех целых s^m, 
V р'уР— У р^ — 0. Обозначив через т ^>т наименьшее целое число, 

для которого ц У ру'^ — У руР'^0 (применяя рассуждение, посред­

ством которого была доказана теорема 3(х), где теперь роль характе­
ристики т0 будет исполнять m1'^>q), мы получим тогда вместо (2) 
неравенство вида

У Pi [f (* + — Ях)]-^^Pilf(x + - /(*)1 — (2“’)
І І

- и у Pi \gn, <х + - gna (*)] + у Pi te„0 U+- g„. (^)l і < Lh”-

Д^/Сх) j = I S(— f , то, полагая Z0=s, после соот-
l/ = l 1

ветствующей замены gn (x), получим
Mcq Mcq У s

" C^n4 225~1пч
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Так как функция gnt(x) та же, что и раньше, то из (2bis) вытекает 
также неравенство

* 2 р‘ {х а'7^ ~ f 2р- Lh4’ <3bis)
і І

которое и выражает эквивалентность обоих классов.
Таким образом, если нам не нужно рассматривать радиусы различ­

ных специальных однородных тел непрерывности, к которым при­
надлежит данная функция f (х), мы можем коротко обозначить че­
рез факт принадлежности f (х) к специальным классам
S^pp, а.). Кроме того, выражая через /(х)€5’(7И) условие Липшица 
порядка q=k-}-8, где k^-0 — целое число и 0 < S 1, данного 
радиуса М

\f(k\x- f h) — f№(x)\<^M/f (—а-<х<=с) (4)

и через /(x)€S* —это же условие с произвольным М, при помощи 
аналогичных рассуждении устанавливаем

Следствие 7. Все специальные классы порядка q с ха­
рактеристикой, т, где q <^m<^q -|- 1, эквивалентны * классу Лип­
шица S' порядка q = ^-\-8, где целое число k~m — 1>0, т. е.

(O<S<1).
Аналогично доказывается
Следствие 8. Если f (x)zS^^\ где q^k-\-\, то f(i\x}zS^^ 

при всяком целом
3. В формулировке предыдущих следствий (в которых, в отличие 

от следствия 5 заметки (!), на функцию /(х)не накладывается 
никаких ограничений) мы не можем утверждать эквивалент­
ность классов и хотя при доказательстве мы существенно 
пользовались теоремами 1 (х) и 3 (1). Действительно, если ,
то, какова бы ни была функция Е0(х) нулевой степени, /(х)+ ЛДх^ 
=f0(x) € а между тем /0(х) € лишь тогда, когда (т) целая
функция нулевой степени Е0(х) есть многочлен степени не выше т. 
Из этого замечания вытекает

Второе добавление к следствию 5(J). Для функ­
ций f (х), подчиненных двум дополнительным условиям Ап/(х)<^ж „ 

lim (f^x) I xm) < oo (которые независимы за исключением случая 
=о

/п0 = 0), классы и эквивалентны при всех q < т.
Для получения соответствующей эквивалентности без наложения 

каких бы то ни было дополнительных ограничений на функцию f (х) 
следует расширить классы Q.q и S^, сообразуясь с теоремой 3 (г). 
Введем следующие определения: назовем основным однородным те­
лом Ci^iR) порядка <? радиуса R свободным (или расширенным) 
до степени t совокупность всех функций f (х), для которых

Anf(x)^R!n< (n^t)-,
иными словами, f (х) z (R), если существует целая функция gt (х) 
степени не выше t такая, что функция ft (x)=f(x) — gt(x) ограни­

* Рассмотрение A„f(x) существенно лишь для утверждения .
Доказательство того, что S^gGSj^1), получается известным элементарным способом 
дифференцирования равенства £ р/ [/ (х -ф хф) — f (х)] = Hhk+S, приводящего к не­
равенству (1 -ф 8)... (k -ф 8) Н < М S I Pi I (которое можно еще улучшить).
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чена и принадлежит основному телу ^q(R) (ft(x) € &ч(R)). Точно 
также специальным однородным телом ~q(pp ар М) порядка q радиусаМ 
свободным до степени t назовем совокупность всех функций f(x), 
которые могут быть представлены в виде суммы f (x)=gt (х) ft (х), 
где gt(x) есть целая функция степени не выше /, а функция 
/Дх) € S9(pp, ар,М) ограничена. Классами Q,* и aq(pp называем, 
соответственно, совокупность тел Q^KR^Ha^^ppap ДД’ при любых 
R<^<x. Из следствия 5(г) непосредственно вытекает

Третье добавление к следствию 5 (1). Свободный до сте­
пени t основной класс &(9 эквивалентен всем специальным однород­
ным классам а^(рра^\ свободным до той же степени I с характе­
ристикой тру.

4. Переходя к однородным классам функций нескольких пере­
менных, ограничимся, для простоты письма, функциями / (х, у) двух 
переменных (х, у), причем из хода рассуждений будет ясно, что 
выводы не зависят от числа переменных. Мы говорим, что/(х, у)€ 
zxS^^pp v.p M^-yS^ (qp^p ЛК), если при всех (х, у), \h'\^h

І 2 Pi [Ж + J') ~f{x, у)] j <
I i I
I <ЬЛХ> У M’) —Ж v)]^ < (5)
I j I

t. e. если f(x, v) € Sp^ipp ap Л4Д по x и f (x, y) € Sp'\qp ^;/W2) no_y. 
Точно так же мы пишем / (х, j<) € xS^AfJ-j/S^, (Л42), если / (х, _у)€ 
CSxXAfJ по х и f(x, у) € 5лДЛ42) по у. Аналогичным образом опре­
деляются специальные однородные классы функций двух перемен­
ных: /(х, j/) € S^lppaJ-yS^kqj; если f (х, у) £ (рр aj по х 
и f(x,y) € S^tqp pj по у.

Теорема 4. Если f (х, у) zxS^ (рра.р M^-yS^ (qp ЛК) и 
An„ пг f (x, у) означает наилучшее приближение функции f (х, у) 
{— оо<Х<ос, — ©о<;_у<;оо) при помощи целых функций* степени 
пЛ по х и степени п2 по у, то (полагая V р} = V q- = 1, [ 1,

|^>1)
М с. МРс, М Qc.АП1П, Ж An,nJ(x,y)<^-^-C-^, (6)

Пу1 пр пг'"‘

где Р= V \р.' Q = V | q^ а с^ и с-Л, определяются формулами (8).

Для построения целой функции, осуществляющей (6), положим

gn.nAx, у)= ( \ V^^7'L^ + —г, + =J J \ Л, П; /
- ОС — ОС І, , 4

® Мы говорим, что gn п (х, у) есть целая функция степени п1 по х и степени п„
по у, если она регулярна при всех комплексных значениях (х, у), причем, 
как бы мало ни было е > 0, существует такое значение/?, что I gn Пг (х, у) | <
<; еЫ (п1ч-г)і каковы бы ни были \x\^R, |_v |>■ R-
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обозначая через gni (л, у) целую функцию степени пх по х (содержа­
щую у в качестве параметра), введенную в заметке Р)

00

gni {х, у) = \ Gx (Л) v р; f х + , у') dtx =
J -- \ пі J

-----ос I

; -U Я/ \ ai J

где G1(^)>0, G(^)>-0 (— x<yt<y^) любые целые функции первой 
степени, подчиненные условиям”

J Gx(t}dt = J G(t)dt=\, \ Gx (t) 11 |Xi dt^c-^,

00

\ G(t) I t\x-dt=cy„.
----  oo

Действительно, учитывая (’), что V pt = V q~ 1 и I / (л, у) — gn^x, y)j 
<У Myy / n}', и замечая, что вследствие (7) и (5)

\gw (%, у) — gn, (X, у) ! = I J G (О V qj ' х, у + — gn{x, у)] dt]>

( \ Gx G (О V ріЯі [ /• (х 4- у +
J J L \ пх п-1.

а,7, 
Hi

dtxdt

и /I) М Рс.
) м і - = —(9)
J J I «2 I пУ
ОС 50 I

получаем

М С-. М Рсх
1Г(л-,У)-^„я,(ау)|<-1^ + —(61) 

lip nP

* Так как из (5) вытекает lim (/ (v, у) / хт'утг} <; оо, то в общем случае (‘) 
х = +оо
У ±оо

необходимо (и достаточно), кроме того, чтобы
оо оо

\ Gyt)\t\m' dt G(f)\t\”‘dl <оо.
-----«3 — ОС 
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таким же образом, изменяя последовательность преобразований, 
получаем

M,Qcx
\f(x, y) — gnunAx, v)|<—(б2) 

ПС П2

В частности, полагая nt = п2 = п, а1 = л2, получим

Ап, п f (х, j)< А / п^, где A = supcx1(Af1Af2P, AfiQAf2)- (Ю)
Из различных следствий, которые вытекают из (10), отметим, что

ряд f (х, y)—gn„ ». {х,у) 4- V [£„Ж1 „ж(х, _у) — gn. п.(х, jO], где nl+1=bnt 
i^O

может быть почленно дифференцирован £ раз по х и I раз 
по у, лишь бы % 4 и
An,ndkf(x,y)!dxkdylCRvA/n^ (Р^мйн^ + О&’* ^+’/(£- 1)) 

(в случае ограниченности f(x, у), ограничены и ду^х, у) j дхкдуг).
При помощи следствия 8 получаегл*  отсюда
Следствие 9. Если f (х, у) £ х5^т) -уЗ^+^ (щ>8>0), то 

f(x, у) / дхкду\ xS^”^ -yS^ ^ (в случае ограниченности f{x,y\ 
dJf (х, у) / dxkdyl € xSsm }-ySim ’ при всяком т' > 8).

Поступило 
21 I 1948
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