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В этой заметке мы дадим необходимые и достаточные условия 
для того, чтобы функцию/(л) можно было представить абсолютно 
сходящимся интегралом ’

f (х)— е xtF(t)dt 
о

при х>а (о работах других авторов см. (х) и (2)). Несобственный 
интеграл будем рассматривать как предел лебеговых интегралов:

\ extF (t)dt= lim \е xtF(t)dt. 
е

Пусть g(x) — функция, которую при х^>а можно представить в 
виде

j е xtG(t)dt, 
О

где G(t)^O. Мы обозначим через Gk (t) оператор Пост—Виддера

Доказательство наше основывается на следующих трех леммах:
Лемма 1. Функция e~xtGk(t) суммируема в интервале (0, р/х) 

при х>а.
Доказательство. Так как функция g (х) регулярно монотонна 

и стремится к нулю вместе с 1/х, то gw(x)=o(xk\ Из этого заклю
чаем, интегрируя по частям, что интеграл

(_ 1 ОО
g И = f gW (f) (t ~ ' dt

X

сходится. Подставляя t—plu, находим

k/X / Y„\k \
g(xv-^ \ Gk^du.

0
Суммируемость функции e~xtGk(T) вытекает, следовательно, из
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Лемма 2. Пусть Е — любое измеримое множество, лежащее в 
конечном интервале (О, Ь). При х^а имеет место

Нт ) e~xtGk(t)dt—\e~^xtG(t)dt 
Е Е

1

(мы установим также 
Доказательство.

и существование предела). 
При k>bx имеем:

( e~xtGk(t)dt= j
Е Е

после подстановки ч/t—и, на основании теорем Фубини и Тонелли 
можно переменить порядок интеграции:

f kk+\
\e-x'Gk(t)dt=t— e ku uk 

о
G (tu) dt du .

Для того чтобы показать существование предела (1) и вычислить 
его значение, достаточно установить, что

lim \e~xtG(tu)du=
и Ё

extG(t)dt
Е

(см., например, (3), стр. 130). Очевидно, имеем

е xt G (tu) dt — e~xt G(t) dt 
E E

<ex‘\G(tu)—G(t)\dt. 
o (2)

Пусть s — положительное число. Можно подобрать р>»0 так, что
ОО _ X
je 2 G(t)dt^ — и, следовательно,

р/2 5

$ e~xtG(tu)dt=\ e^11 G^)d\^ $ ех^ G(k)d'K< —, 
р up р/2 5

если 7г 2. С другой

рывная функция Р (t), что

стороны, в [0,2^] существует такая непре- 
2р
\\G(t) — P(t)\dt■ Из этого заклю- 
о 0 

чаем, что
р р
exl | G (tu) — G(t)\dt ext | G (tu) — P (tu) | dt-\- 

б 0
p p

+ J exi I G (t) — P (t) I dt+ J e~xt | P (tu) — P (t) | dt < 
о 0

2p p p
< j \G(t)~P(t)\dt± ^\G(t)-P(t)\dt+ j I P(tu)~P(t)\dt. (3) 

0 0 0
Так как функция P(t) равномерно непрерывна в замкнутом интер

вале [0,2р], то можно подобрать такое положительное число 3, что
бы последний интеграл в (3) был < у при \и— 11< 8, и, следова
тельно, выражение (2) <; г.

Лемма 3. Пусть b — любое положительное число. Тогда
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lim
А’ — * Л _ 1 Gk (0 dt=\ e-xl G (0 dt

k J ?

“ ДЛ™™" вw e) 

имеем почти всюду lim Ок^=О^ и, следовательно, 
k

lim "G(0-
*->0o\. k)

На основании леммы 3 имеем: 'ltGk(f)dt— G(t)dt для
Е Е

каждого измеримого множества Е, находящегося в интервале (О, Ь), 
если д>а. С другой стороны, 0< ) Gk(t)-^e Gk(t) при

k>bx и , и, следовательно,
х — X

ь
Gk(t) dt= J e-^G^dt.

О

(4)

Так как функция g (х) регулярно монотонна и стремится к нулю вместе с 1/х?то откуда, интегрируя по частям,

я(л)=±^ g^^^-xY^du 
й v 7 (Л —1)! J

(5)

и, следовательно,

е xt G (0 dt.

На основании (4) и (5) получаем:
QQ 

lim J [e-^OdUl.
\ kJ ь'

Теорема. Для того чтобы бесконечно 
функцию f (х) можно было представить при 
лютно сходящегося интеграла

f(x)=\ e-x‘E(t)dt,
О

дифференцируемую 
хД-а в виде абсо-

необходимо и достаточно, чтобы существовала функция^ 
которую можно представить в виде интеграла того же типа.

g{x) = \ е ^G^dt, х^>а, 
О

причем G (0 > 0, так что | И | < (- W при х > a. k = 0, 1,...
Доказательство. Условие,очевидно, необходимо. Мы покажем, 

что оно и достаточно. Рассмотрим операторы Пост Виддери-
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Пусть Е— любое измеримое множество интервала (О М Мы до 
казали существование предела

Нт \ e~at Ok (г1) dt (6)

при а>«. Из этого следует равностепенная абсолютная непоепыв ность интегралов (6), Из этого, в свою очередь, вы?екает равносте-

пенная абсолютная непрерывность интегралов \e~at Fk(f)dt

они мажорируются интегралами (6). Следовательно, можно 
брать последовательность целых чисел . так,

Hm Je “F^dt

так как

подо- 
чтобы

(7)

существовал при всех ограниченных и измеримых множествах Е, на-
ходящихся в интервале (0, оо). Обозначим предел (7) через J R(t)dt. 

Очевидно, \RW<e^G^. Мы теперь покажем, что при х>а 

f^^e'^R^dt. /8
О

Пусть £ положительное число. Рассмотрим

k/x ОО
^R(t)dt=. J- 1_£'У 'F^dt-G-^-VR^dt

О 4 ' Jо
Выберем b достаточно большим, чтобы

Очевидно, при k^>bx, х>к, k х
X — а 

b
\ С А хА*"1 ,.

иметь е ^GR^dt 
ь

k'X / X

е ■':t^t\R(t)\dt-Jr j J е ^l‘\RR}\dt
ь 'ь

— е -^^ GRRdt^-z.

, э™г° получаем, при неограниченном возрастании k^k-. что
Jr

канчивается ZlTX"o.°? ВЫб°Ра че“ " за*

Поступило
■ s. Bernslein, V'"

0 .■ О. О о е „ е В. тв„„е „а


