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МАТЕМАТИКА

Н. А. САПОГОВ

О СИНГУЛЯРНЫХ ЦЕПЯХ МАРКОВА

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 13IV 1947)

1. Пусть xh (1<А<п)— случайные величины, образующие цепь 
Маркова, принимающие значения ±1 с вероятностями a priori р h, q^ 
и вероятностями перехода p'h, qh (если xA_i=l) и i\, q'^ (если 
Xh_x = _ 1). С. Н. Бернштейн доказал, что предельная теорема Ла- 

п
пласа — Ляпунова приложима к сумме Sn—~^xh при п -> оо, если ph, 

1

Р'н^іг не меньше {Іп“’ гда а < 1/3 — постоянное число С). Им же 
было показано, что при <х=1/3 предельная іеорема можег не ймеіь 
места (2) Нашей целью является дать ответ на вопрос, поставленный 
С. Н. Бернштейном в 1939 г. на семинаре по теории вероятностей в 
Ленинградском государственном университете, о возможности безгра­
ничного приближения а к 1/3 (вместе с п-^оо) при сохранении при- 

п
ложимости предельной теоремы к сумме V xh. Имеет место 

1

Теорема *. Если р'^ q'h, ph, q"h не меньше , где произволь­

ная возрастающая функция ^(п)^-ос, то предельная теорема при- 
п

ложима к Зп=Ухп. 
1

2. Для доказательства формулированной теоремы сначала устано­
вим следующую лемму. _

Лемма. Пусть щ К) —случайные величины, м. о. и—0,

м. о. и? = Ь;, м. о. V U, 

ub(E<Ti) м. о.' иу уклоняется от м. о. иу не более, чем на pz, и 
с' _тах’ м> 0/\и. |з при всех возможных uk (#<Д (м. о. — знак 
условного математического ожидания').

Если 
п п

а,

1) Л----->0 пРи W>°°’
' I Кг Вп

2
=В | м. о.’ Ui | каковы бы ни былс

Доказательство этого предложения для симметричной цепи [р^ — , Ph — Чь —1/2)

содержите ______

2 лапшші:Г '
МПС СССР
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bl ck
2) T < P, P при всех i и k, ’ bk b2'k3

где P — постоянное число, то предельная теорема приложима к 
п

сумме V щ зависимых величин иг 
1

п
Действительно, в силу первой части условий 1) имеем Вп^ У Ь,

1
см. (2), § 9), где знак обозначает асимптотическое равенство (п-»оо).

п 
nb^P^ bk~PBn

I

вследствие 2), а также
п

Поэтому
п п п

ПрИ ОО.

Вместе с условиями 1) это показывает, что ut являются почти не­
зависимыми величинами, следовательно, к ним приложима предельная 
теорема (см. (2), § 9).

3. Мы будем пользоваться обозначениями и соотношениями из 
работы (*). Они получены при предположении, что а< 1/3 — постоян­
ное число. При нашей гипотезе в этих соотношениях С. Н. Беря-

/з
штейна следует всюду я* заменить на ----- . Вместо (30 bis) из П)

<Р (п) 
мы получаем

В„ = м.о. (Г1+Г2+... + Гя)2>п2/з?(п). (!)
Вместо (82) из (х) будет

128 и2-3

Это неравенство содержит математические ожидания a priori. 
Ничто в вычислениях С. Н. Бернштейна не изменится, если все вхо­
дящие вероятности ph и qh заменить на p*h и q*h, вычисленные в’пред- 
положении, что Ym~i получило определенное значение (так что 
следует положитьYh = xh — (p^—q^, h^m). Такие условные мате­
матические ожидания измененных величин Yh отметим двумя штри­
хами. Получим неравенство

м.о.-(Г + --НЯ^ )4 б 128 пцг
Iм- °-" (Гш + ... + Ym^’ (2 bls)
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Представим сумму величин Y, в виде суммы / слагаемых 
щ — Yh. +1 + Yh +1 + ... + Yh. (1 </</), где индексы последова-
тельно определяются из условия, что Д является наименьшим ин­

дексом, для которого м. о. откуда следует, что

м. о-иД-п1'3 ] , может быть, м. о. z/Д для которого воз-

можен знак < ). Согласно одной из основных теорем 
установленной А. А. Марковым,

теории цепей,

2<p(n)V

каково бы ни было Y т~\. Поэтому

m+г ^т+і

м. о. Г2+2(1 2<р (я)

/ 2? (л)\2Д2 1 7
\ Л1'3 /

Следовательно,;

У3
ид

Вл = м. о. + + 2
Вп 

фО)

1
где г-»0 вместе с — 

п
, У Вп <р (и), что дает I —  ----- 1—-

п1/3

4. Покажем теперь выполнимость условий леммы п. 2 для величин щ

п'13
| м. О.' И, -----= а,,' ' ?(«)

поэтому
I

У вп <р (п) у Вп У v (п)

Далее

м. о.' (Кт+ ... + Ym^k}2 = У м. о.' Ym+i (Ym+i +2Fm4-/+i+ .. •+ 2Ym+iy 
i = 0

M. О.' Ym+i (Ym+i y2Ym+i+i + ■ . . + M. О. Ym+i(Y m+i + 2Ym+i+-l +
+ ... -y2Ym+/i) |< 2 (1 — max | м. о.' +

\ /

^2Ym+i+, + • • •+ 2Km+ft)|< 4( 1 - .
\ n!/3 / 9(n)

Следовательно, 
s yA 
‘ ? («) “ \ „1/3 / У (и) ’

откуда
2* 195



2л2'3
Вп '^(пР^у/'в,, —----*0.

Т (п)

Неравенства ^-<Р очевидны. Остается доказать, что
bk

Из (2 bis) видим, что

_£t_ Р.

вследствие того, что

м- Q-" "Р р 
[“•о." и*2]3

„2/3
м. о." «? = м. о.’ «?4-Я,----- п^3

V2 («)
и неравенства

м. о. ик = п2-3 у/ <р (я)

(благодаря (1)).
Приняв во внимание, что

м. о."«/=м. о.’ + Я3 ск'+Н> —
f(n)

где Я/ ограничены, получаем

п^3

V (О

м. o'. uk
пуз

I Яі z .

[Ms о.' и2]2
и, тем более,

Р'3

©ткуда

_____ ck_____  
[м. о.' иа2]3/2

н, ~с
■‘(п)

ck

■

1де e,s"-»O, что завершает доказательство нашей
Научно-исследовательский 

институт математики и механики 
Ленинградского государственного 

университета

теоремы.
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Напомним, что условное м. о." относится к величинам 
а м. о.'- к величинам Yh = xh _ (Ph _ qh)^

Yh~Xh~(ph- q*h)


