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РАСЧЕТ НАПРЯЖЕНИЙ В ТОНКОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ 
ПРИ ПРОИЗВОЛЬНОЙ НАГРУЗКЕ

(Представлено академиком Б. Г. Галеркиным 16 III 1910)
1. Преобразование уравнений. Дифференциальные уравне­

ния уцругого равновесия сферической оболочки, исходя из общей теории 
тонких оболочек А. Е. Н. Love, могут быть написаны следующим 
образом:
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где а—радиус сферы, t—толщина оболочки, 9 и ф—сферические коор­
динаты, X (9, ф), Y (9, ф), Z(9, <р)—проекции удельной нагрузки.

Воспользовавшись известными формулами, связывающими внутрен­
ние усилия и моменты с деформациями срединной поверхности,
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в которых применительно к сферической оболочке:
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мы можем после подстановки (2) в (1) привести исходную систему диф­
ференциальных уравнений к виду:
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Введем вспомогательные функции

tf = ^ + uctg0+^g-(l + a)«’,
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(5)

и обозначим операцию Лапласа в сферических координатах через

м ) ±ctgo j- 8.ца0 а?а.

Тогда с помощью новых обозначений система (4) может быть записана 
следующим образом:
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Путем достаточно очевидных преобразований выводим из последней 
системы вспомогательную систему с тремя неизвестными U, V, w:

^U + 2U = — (1 - a2) [F. (9, ?) + F3 (9, ?)],
AF + 2F = F3(0,?),

ДДи> + 2Дщ + c3w — + с’-^і (9> ?) + 2 (4 — °s) Pа (9? ?)> 
(7)
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где ^(0,9), F2(6,<p), F3(6, <р)—известные функции нагрузки:
ЕЛ(9,?) = ^7(9,Т),

+ 6а2

(8)

Сг = 12(1^)^Г1+21Л .
' і2 V 1 ба2/

Данная вспомогательная система и является, невидимому, простей­
шей математической формулировкой задачи о деформации сферической 
оболочки с учетом всех обстоятельств, предусмотренных в теории 
A. Love.

Отметим, что система (7), имея более высокий порядок, чем исход­
ная система (6), содержит в себе кроме интересующих нас решений 
также и лишние решения. Последние должны быть из рассмотрения 
исключены.

2. Однородная задача. Обратимся к случаю, когда нагрузка 
приложена лишь на границах оболочки (за каковые будем считать два 
параллельных круга). При этом F1 = F2 = F3 = 0, и мы имеем систему

• AF + 2F = 0,
Д7 4-27 = 0, 

ДДw -f- 2w 4- с’щ =
(9)

Коль скоро внешняя нагрузка на границах оболочки допускает 
разложение в ряды Фурье по углу <р, решения системы (9) могут быть 
взяты также в виде рядов Фурье. При этом, очевидно, достаточно рас­
смотреть лишь общие члены этих рядов:

U — Uk cos fap, 1
V = Vk sin fap, / (Ю)
w = Wk cos fap, J

где Uh, Vk, wk—функции только 6.
Подставляя (10) в (9) и проинтегрировав получающуюся при этом 

систему дифференциальных уравнений, мы определим U k, Vk и Wk сле­
дующими формулами:

Vk= -20^^20^,
Wk = 4- ЗД 4- С5Р™ + C6Qm + С7Рп 4- CsQhn,

(И)

где символами Р^ и ($ обозначены сферические функции первого и 
второго рода, причем

т (т 4-1) = 1 -J- i |/ с2 — 1 1 -f-ic,
п сопряженное с т комплексное число, С„ ... , С8—постоянные инте­
грирования. Имея (11), мы можем продолжить интегрирование и дове­
сти его до перемещений и и v [воспользовавшись для этого формулами (5)1. 
В результате мы получим

U — Uk cos fap,
v — Vk sin fap,
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где uh и vk суть функции только 9.
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В последних формулах уже исключены те лишние члены,"о кото­
рых мы упоминали выше.

Однородная задача решена.
Заметим, что входящие в решение функции Р\ и <2, конечным обра­

зом выражаются через тригонометрические функции.
Что касается Р™, Q^, Рп, Qn, то для их определения уместно 

воспользоваться разлсжениями Е. Hobson’a(x), которые в интересной 
для данной задачи области имеют хорошую сходимость, так что в мно­
гих случаях сохранение одного только первого члена в этих разложе­
ниях дает вполне достаточную точность.

Воспользовавшись этим обстоятельством, можно легко получить при­
ближенные решения для случаев несимметричной нагрузки на оболочку, 
аналогичные известному приближенному решению J. Geckeler’a (2) для 
случая симметричной нагрузки.

3. Частные решения системы(7). Коль скоро функции на­
грузки ГД9, <р), F2(6, <р), F3(9, <р) допускают разложение в ряды по 
сферическим функциям, частные решения системы (7) могут быть полу­
чены в свою очередь в виде разложений по сферическим функциям.

Коэффициенты в последних разложениях определяются через коэф­
фициенты первых разложений очевидным образом, после подстановки 
всех разложений в систему (7).

Данный способ позволяет получать частные решения задач момент­
ной теории сферических оболочек для достаточно широкого круга на­
грузок и притом без особых затруднений.

4. Заключение. Изложенное выше решение рассматриваемой за­
дачи отличается от предложенных ранее решений A. Havers’a(3), 
В. Соколовского (4) и Ю. Репмана (6) способом преобразования уравне­
ний, который представляется наиболее естественным. Кроме того 
первый автор рассматривает только однородную задачу, а два послед­
них автора дают решения в неудобной форме (в плохо сходящихся 
рядах).
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