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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ЧИСЛЕННОГО ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ПАРАМЕТРОВ В ИНТЕГРАЛЕ ШВАРЦА —КРИСТОФФЕЛЯ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 3 III 1947)

В заметке предлагается метод численного определения параметров 
в интеграле Шварца—Кристоффеля, осуществляющем конформное 
отображение круга |w|<l на однолистную полигональную область. 
Для краткости метод излагается для областей G, получаемых из 
плоскости z проведением разреза по ломаной, начинающейся в точке 
Z = ОО *.

Пусть

(1)

функция, отображающая iw|<0 на содержащую г = 0 область Gn, 
получаемую из плоскости z проведением разреза по ломаной с вер­
шинами оо, Ао, Av А2,..., А„. Функция f0 (г) известна. Поэтому для 
определения достаточно построить метод вычисления Д + і(й>), 
если известна т. е. известны точки:

u. а^=еіяр(к\
I к f Jj 7 p ' p (2)

(/?=0, 1,2, 1)
и значение tk.

Можно предполагать, что

'0 <T<<Pt + 2t.

§ 1. Обозначим через А произвольную точку звена AaAa + i. 
Функция

W / W \ *р
w ] — ---- £ / 1 —-----  \

z=f(w,t)=e Д ------- II —2Л2 1 й®, (3)

к аоо (0/ \ bp(t)J 

* Ограниченную полигональную область, граница которой не имеет совпадающих 
вершин, можно рассматривать как ядро семейства вложенных друг в друга обла­
стей G указанного типа. Поэтому оказывается, что метод непосредственно применим 
для ограниченных полигональных областей. Метод может быть распространен и на 
другие случаи.
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отображающая |w|<^l на область G (0> получаемую из плоское:и г 
проведением разреза по ломаной L (7) с вершинами оо, Ао, , Ак, А, 
удовлетворяет уравнению Левнера:

(1). (4)
dt (а (О — w dw

Отсюда следует, что аргументы точек:

арЩ=^\

bp(t)=e^pW (р=0, 1,...,^) (5)

удовлетворяют системе уравнений:

rf>=cotg^-— ^?=cotg^—(р=0, 1,...,*), 
dt 2 dt 2 (6)

^cotg ^=3^+Vx.^-^.
at g 2 dt at ( dt dt /

§ 2. Система (6) имеет на сегменте [tk,tk+\\ единственное реше­
ние {Ш<Р(*)> M'f (р=0, 1,...,^), голоморфное относитель­
но y^t — tk, принимающее при при t->tk-\-0 значения:

(f = 0, 1,...,*—1),

и удовлетворяющее при t с [tk, tk + i] неравенствам:

? (О < “о (О < «1 (0 < • • • < Ч (О < х (0 <
< МО < -1 (0 < • • ■ < (О < Ю+2"-

§ 3. Пусть функция P(w, t) регулярна относительно w, непрерыв­
на по t при Т, М<1, равномерно относительно t ограни­
чена во всяком круге |w|-<r<l и Re Р(w, t) >0 при |w|<l, 
tc[T0,T]- ’ ।

Если х(®), х(0)=0, х'(0) = е % однолистна в то инте­
грал

z = P(w,f), P(w, 7'0) = хМ (8)
уравнения

- —=0 (9)dt dw

при всяком tc [Го, Л отображает |®|<1 на однолистную область 
B(t), причем при ^<^2 В (А) В (^2).

В частности, теорема применима к интегралам уравнения (4) (ср.( )).
§ 4. Предложение, обратное теореме § 1. Пусть ?(0> ^(0, 

—указанное в § 2 решение системы (6).
Тогда:
а) функция z=f {jw, t), определяемая формулами (3), (5), удовлет­

воряет уравнению (4);
б) если w (t) =/= а (t) — интеграл уравнения

б/со р. (/) —|— оэ 
— == СО----------------  ,
dt р. (£) — со

(10)
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то
<» (О ш Ка)
J fw t)dw= р fw(w, ^)dw = cons
О О

и, в частности,
ар (О

= J fw(w,t)dw^p(tk),
О

/ ЬРW

СрЮ= f fw(^,t)dw=^i;p(tk)
о

(И)

(12)

(интегрирование производится вдоль кривых, лежащих в | w\<Z 1)*.
Отсюда и из теоремы § 3 следует, что при tcz[tk, tk+d функция 

z—f(w,f), определяемая формулами (3), (5), отображает jw|<^l на 
у^асть маемую из плоскости z проведением разреза по

Длина s отрезка AkA удовлетворяет уравнению:

ds 1— =— е
dt 4

sin -Да —ср) П
\ sin (X — рр)

§ 5. 1 аким образом, если известна функция fk (ш), то аргументы 
параметров а^\ (р:=0, 1,...,^), а^, р* + 1 функции Д+ , (щ)
могут быть определены как значения, принимаемые при + i — О 
решением (§ 2) системы (6). Для численного определения их могут 
быть применены известные хорошо разработанные методы численно­
го интегрирования дифференциальных уравнений. Значение Д + ) оп­
ределяется при вычислениях из условия:

4-1

J ds = I AkAk + x I 
fk
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k
* Формулы (12) вместе с соотношениями: X — 3<р— 'У — ap) = const,

• р=0
Res (w, Г) = 0 дают полную систему первых интегралов системы уравнений (6).

'» = «00 ■ '


