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Пусть (s=l, 2,...) есть класс функций f, имеющих абсо
лютно непрерывную на [—1, +U производную 2)(х) порядка s — 2 
и производную (х)=<?(х) порядка s—1 с ограниченной вариа
цией, удовлетворяющей неравенству

||?||г= var ?(х)< 1. (О

При этом при s=l считаем, что U7(0) U есть класс функций f (х)= 
=<р(х) ограниченной вариации, удовлетворяющих неравенству (1).

Класс іЙ*-0 V содержит в себе класс функций, имеющих
абсолютно непрерывную производную /^’’(х) порядка s —1, для 
которой

уаг<р=||<р'||х=рф'(^)|Л=^1, /’(i)(x)=<p'(x). (2)
—1

Пусть, далее,

£'n(/)z=min J |/(х)—РДх)!^, (3)
Рп —1 , "

где минимум распространен на всевозможные многочлены

Рп(х) = а0-f-atx+ . • ■ +anx"
степени п и

sup En(f\, (4)

где верхняя грань распространена на множество Ж функций f. 
В этой заметке мы доказываем следующие теоремы.
Теорема 1. Справедливы равенства: 

npus — 2, 4,...
sn L\ = —1— max En (| a - x Г1 \

- 1<o<1

---- 1---- E (|x|fA^— V—------ (5)
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при s— 1, 3, 5,. ..

2(5 1)! l<a<l /£

~ _J_ -En(x\x\s 2),~~ У—1U—A
2(^—1)! ' n (2v4-l)i+' ns (6)

Теорема 2. Пусть
P^x, a) — ^(a)xk 

k=£

.есть многочлен степени n, наилучший в среднем на отрезке 
(—L +1) для функции | а — хр ' при s четном и для функции 
;(а—х)\а— х|’ 2 при s нечетном.

Тогда линейный метод

Un(f, х) = 1 V х^' ^(t)d^(t), ^)=Г* \t) (7)
’ *=0 I

приближения функции / многочленами степени п есть (точно) 
наилучший для классов V и И7^ L.

Иначе говоря,
“Н

, ®Up S \fW~Un (/, х)| dx^£n(W<s~"V)L=$n{W^ 
Or или L

Доказательство при s четном. Если fe V, то обо
значая через Р т (х) или Р*т(х) некоторый многочлен степени т, будем 
иметь (/‘-’’(х^чДх))

4*)=^ (о-'ГТ' "(ЧЛ+Р^х)- 
\О &)• '

-1
р * +1

=(тМ
Первая строка равенств (5) и теорема 2 непосредственно следуют 

из теорем 1 и 2 моей статьи (х).
В моей работе (2) (см. теорему 1, равенства (3,1) и (3,2)) показано, 

что при s четном

^(|«-хГ\
 ^5-1(1 -а3//2 { 0 / 1g П \ 

ns ' ns+1 / (9)

^ = («—1)! А хт (-1У
(2VT1/+1

ПО)

равномерно относительной, удовлетворяющих неравенству
где т) в остальном произвольное число.

Отсюда

шах £ (Іа — хГ1) ==(И)
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С другой стороны, положим

и, таким образом, точка ра делит отрезок (—р, р^) длины 2 в том 
же отношении, в каком т] делит отрезок (—1, + 0* Поэтому, обозначив 
через En(f\ a, b)L наилучшее приближение f на отрезке (а, Ь}, получим

£„(ia —хр\=Еп{\а — Л';5 — 1.1< Еп (| а — х f —1, £)z
= Еп (і pa — рх Г l; —1, ^)L = -у En (| pa — у P 1; -p, p#)£ =

5^ =—£(|7) — xf..h<a<l)
. • p* aW

I
B силу (9),

E„ 112)

25 П—n2^2• = u- r‘ ’ .
aw

Легко видеть, что существует такое 7) = 7j0 (0< 1), что /Дт;0) = 1; 
далее, очевидно, неравенство (12) сохраняется при т)<|а|<^1. Если 
теперь в (11) и (12) положить 7j = v)0, то получим утверждение, содер
жащееся во второй строке равенства (5) (см. (2), стр. 148).

Примечание 1. Мы доказали, что максимум Еп (| х — a |iJ)z; 
в сегменте —1 <1 а 1 достигается асимптотически при а=0. Для 
фиксированного п это неверно; например, вычисления показывают, 
что Е2(|х|)£=0,118.а |) =0,164...

Доказательство при s нечетном проводится аналогично. 
Нужно принять во внимание, что в этом случае, если f (■ W<s п V и 
f(S ° (х)==ф (х), то

+1
f(x)=~M ; j \х~ t\s 2(х — ■. Ps JX).

1
И При ПW ОО

шах Е ((х —а) \х —a \s ^l-E (х?хГ

причем (при п четном)

Дя(х|х|# 2)l х i х |s 2 sign sin п arc cos x dx

~ (s— 1)! — V —— ------- J (n -* «).
72 (2v + l)'s+I n'
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Примечание 2. Функции |x|s^'/2(s— 1)! при s четном и 
x|x['s“2/2(s—1)! при s нечетном (не зависящие от п) принадлежат 
к классу и, следовательно, равенства (5) и (6) для них
асимптотически достижимы. Что касается функций /€ W{s) L, то для 
каждой из них En(f}L = o («~8); это легко доказывается по индукции, 
воспользовавшись теоремой 1 и тем обстоятельством, что если f сумми
руемая функция, то Еп (f)L—o (1).

Примечание 3. Если через L, обозначить класс функций 
периода 2к, обладающих во веем остальном свойствами функций 
класса W(s)L, то, сопоставляя доказанную теорему 1 с ранее получен
ным мною результатом ((3), § 7, п. 2), получим

sup Е'п (f\ = Sn ~ Sn oo),

где есть наилучшее приближение функции f при помощи
тригонометрических полиномов порядка п.

Поступило
9 IV1947 
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