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НЕПРЕРЫВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ КОМПАКТОВ

(ПредставЛено академиком Н. Н. Лузиным 16IV1947)

Мы изучаем непрерывные (однозначные) отображения компактов 
Y —fX и Y лежат в евклидовом пространстве *,  и 
даем необходимое и достаточное условие для того, чтобы образ имел 
данную размерность.

Известно, что каждое замкнутое множество F размерности п может 
быть представлено как сумма конечного числа замкнутых слагаемых 
так, что пересечение # различных слагаемых имеет размерность не 
большую, чем п —^4*1-  Мы будем называть разбиение F на замкну
тые слагаемые правильным, если выполняется это условие.

Если диаметры всех слагаемых разбиения <е, мы называем его 
е-разбиением.

Лемма. Если X—компакт, Y=f (X), где f непрерывно, и для Y 
существует ^-разбиение порядка т, то существует правильное 
разбиение X на куски **,  индуцирующее е-разбиение Y порядка т.

По условию Y—^F., где F. — компакты диаметра <е, причем 
F. .. . F. =0.‘I ‘т+2

Будем доказывать лемму по индукции. Для случая т=0 она 
очевидна, так как в этом случае FtF~M, и X=^f (F^ является 
искомым разбиением.

Предположим, что лемма верна для т~ 1, и покажем, что она 
верна для т. Рассмотрим компакты Ф^Е^ .. .F. . Так как порядок
разбиения Y равен т, то Фг-Фг,=0 при г'4=г. Тогда каждое Фг можно 
покрыть открытым в Y множеством Ur диаметра < е так, что 
Ur-Ur,=G при г' =f=r. В каждом множестве f~1 (Ur) возьмем новое от
крытое в X множество Sr, содержащее (Фг) так, чтобы его замы
кание S, содержалось в f '(Ur). Тогда имеем, очевидно, f(Sr) • 
f(Sr,)=0 при r'=^r.

Рассмотрим теперь компакт Х^Х — где сумма берется по 
всевозможным г. Хг кусок X и dim dim Х=п. Пусть Y^f^X^, 

* Во всем дальнейшем мы предполагаем это условие выполненным.
** Куском называется замыкание открытого в X множества.
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тогда K1=SK1-/?{. Легко видеть, что это разбиение Y^ является 
г-разбиением порядка меньшего, чем т, так как не содержит 
точек множеств Фг Так как для чисел меньших т лемма по пред
положению верна, то существует правильное разбиение X, на куски 
а., индуцирующее e-разбиенйе Yx порядка —1.

Будем теперь строить правильное разбиение X. Мы сделаем это, 
заменив построенные нами открытые множества S, новыми, соответ
ственно содержащими их, множествами S'r, а каждое а, открытым 
в X множеством aj=a.—SSr.

Рассмотрим множества Ек=Ъ^ . . . , где сумма распростра
няется на всевозможные кортежи индексов Д •.-Д, Каждое 
Ek — компакт размерности<п—£1, и Еп, , сЕ^с .. . czE^-X^

Пусть Вг— граница Sr в Х-, dim£'n+1^0, поэтому компакт 
В^Е^ можн° покрыть окрестностью V г, замыкание которой содер
жится в / '(Ur) и граница не пересекается с Е { . Рассмотрим 
открытое множество 5'"+1 = Рг+^. Замыкание его S"+' содержится в 
f1 (U^, а граница 8?+' не пересекается с En+i .

Предположим, что мы уже построили открытые множества 5*+1 
с границами Вк+' так, что S,.cS*+1 и Sr+lc/ ' (f/J, причем для каж
дого имеем: dlm5*+'-£ — v, и построим множество S*.

Заметим, что множество Ек— Ек+] открыто в Ек, и рассмотрим 
точку х множества 8*+’ (Ек — Ек+1). Найдется сфера Зл с центром 
в х, не содержащая точек Ек+1 . Внутри этой сферы выберем окрест
ность Vx точки х, лежащую с замыканием внутри f~' (U^ и такую 
что dim Ьх-Ек^п— Д где Ьх— граница Vx; это можно сделать, так 
как dim Ек — #4 1. Пусть §р—множество точек Вк+І-Ек, отстоя

щих от Екна расстояние р, удовлетворяющее условию —.
д+1 р

Для компакта ёр найдется покрывающая его сумма ...+
конечного числа окрестностей Vx, соответствующих точкам

Sp. При этом каждое V' имеет диаметр <4 —, так как лежит в сфере 

с центром в точке, хе Sp, не содержащей точек Ек+1 .
Положим

р=0 ^=1

Имеем, очевидно, ' (Ur). Легко видеть, что

ОС 1р ОО 1р
М с ^+1 _ у у v> г у у Ьг 

г г РЧ , рЧ’
р=О 9=1 ;==0 9=1 

(1)
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где bpg — граница Vpg в X, так как верхний топологический предел 
множеств Vrpg содержится в Br+'-Ek+i .

Из формулы (1) следует непосредственно dim Вг • Е. < п — v при 
Но ВГ (ЕР— Ek+\} d'^brPq , а каждое Ek-brpq — компакт 

размерности— Следовательно, dim#? • (Ek — Ek+i )<n — Но
Br -Ek^Br^' ■ Ek+i-]-Br(Ek — Ek+i), следовательно, dim B? n — £. 
Двигаясь этим процессом, мы построим открытые в X множества В?, 
замыкания которых содержатся, соответственно, в f ' (Ц), и dim 
В^Е^^п— # для любого k.

Рассмотрим разбиение X, элементами которого являются множе
ства Sr и замыкания множеств — ^Sr, где суммирование про
изводится по всем г. Покажем, что оно удовлетворяет условиям 
леммы. Прежде всего заметим, что f(Sr)-f(Sr')=0 при г’=^г, так как 
Srcf \Ur). Поэтому непустое пересечение £ элементов нового раз
биения состоит либо из пересечения k множества.', либо из пересе
чения £ — 1 элементов а7- и одного элемента Sr. В первом случае 
имеем, очевидно, dim а^ ... a ]А<^п—^Д-1. Во втором же случае 
Sr-a....<ij aB'r-Ek I и, следовательно, dimS -а] . .. ^4-1.

1 1 * -1
Значит, полученное разбиение X правильное. Оно индуцирует 
s-разбиение Y на f(S'r) и /(Д). Непустое пересечение элементов раз
биения Y содержит не более одного множителя f(S'r) и не более т 
множителей fty, всего не более т-|-1 множителей. Следовательно, 
порядок индуцируемого разбиения Y не выше т, что и требовалось 
доказать.

Теорема. Для того чтобы непрерывный, образ Y компакта X 
имел размерность т, необходимо и достаточно, чтобы т было 
наименьшим числом, для которого, каково бы ни было в, сущест
вует правильное разбиение X на куски, индуцирующее г-разбиение 
У порядка т.

Доказательство легко следует из леммы.
Следствие. Для того чтобы непрерывный образ Y компакта 

X размерности п имел размерность n-\-k, необходимо и достаточно, 
чтобы /г было наименьшим числом, для которого, каково бы ни 
было е, существует разбиение X на куски порядка не выше п, 
индуцирующее ^-разбиение Y порядка пД^.

Было бы интересно выяснить, какие дополнительные условия 
можно наложить на разложение X так, чтобы необходимое, и доста
точное условие повышения размерности при непрерывном отображении 
приняло форму, при которой из него вытекает известное необходимое 
условие Гуревича—-о кратности точек (В. Заметим, что для случая 
неприводимого отображения одномерного компакта X, удовлетворяю
щего условию (а) ((2), стр. 74), полученное нами разбиение X может 
быть построено так, что, если dim/=п, точка у входит в пересече
ние лД-1 элементов индуцированного е-разбиения Г, то каждая точка 
х, входящая в (у), является внутренней в содержащем ее эле-
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менте разбиения X. Отсюда для этого случая очевидно вытекает 
условие Гуревича.

Отметим, что аналогичные лемма и теорема легко распространя
ются на случай, когда X и Y произвольные метрические сепарабель-
вне пространства и f—замкнутое отображение.

Поступило
16 IV1947
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