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Как известно, одна из частей проблемы Бернсайда о периодиче
ских группах (г) состоит в том, чтобы ответить на вопрос: конечна 
или бесконечна группа с конечным числом производящих элементов, 
все элементы которой имеют порядок п или делитель п.

Оказывается, применяя теорему Шрайера (2) о ранге подгруппы 
конечного индекса свободной группы с конечным числом производя
щих элементов, можно высказать некоторые соображения о числе 
элементов таких периодических групп, у которых период п состав
ное число, и, кроме того, доказать условную теорему о сведении 
любого числа производящих элементов к случаю двух производящих.

1. Пусть 65 = {а, Ь} — свободная группа с двумя производящими 
элементами а и Ь.

Обозначим Dn = | gn, g”, g",... j g. s подгруппу 65, порожденную 
всеми n - степенями элементов 65. Тогда факторгруппа &/D„ — макси
мальная периодическая группа с двумя образующими и периодом п 
(всякая другая периодическая группа с двумя образующими и перио
дом п является факторгруппой вышеуказанной группы).

Теорема (условная). Если факторгруппы ^jDn, конечны при 
всех целых положительных I, то периодическая группа 65; = 
= [й], а2,.... ak} с любым числом производящих элементов и перио
дом п тоже конечна.

Доказательство. Используем уже упомянутую выше теоре
му Шрайера о том, что подгруппа конечного индекса j свободной 
группы с т свободными производящими элементами сама будет сво
бодная группа с k — 1 — Г) свободными производящими. <3lDn
по предположению конечна.

Пусть (65, Dn) = Поэтому D„ — свободная группа с
—■ 1) = 1свободными производящими элементами.

d2,... dki}. РассмотримD'n = {dn} d— подгруппу D„, по
рожденную всеми и-ми степенями элементов £)„. сП^сОцС^. Но, 
по предположению <3lDn2 конечна, поэтому и DnlD'n тоже конечна; 
если индекс (Dn,D'n)= j2, то, по теореме Шрайера, Dn— свободная 
группа с = 1 Д- у2 — 1) свободными производящими элементами.

Строим D"n = {d'n}d'^Dn — подгруппу Dn, порожденную всеми я-ми 
степенями ее элементов, Dn3dD"nc7D'nc. Dna<3.

Но так как 65/Олз конечна по предположению, то группа DnID 'n 
тоже конечная периодическая группа с периодом п и числом произ
водящих элементов р2. Совершенно очевидно, что это максимальная 
периодическая группа с образующими и периодом п. Процесс ho- 
строения таких подгрупп можно неограниченно продолжить, и 
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мы получим цепочку периодических максимальных групп с перио
дом п

^/D^, r=l,2, 3,... (1)

с kr производящими элементами, причем числа £2, #3, . . . образуют 
последовательность, очень быстро неограниченно растущую. Обозна
чим (D1' °, D^) ~ Jr+\, так как имеют место очевидные неравен
ства: jr + \^>nkr (если допустить, что (1) —абелевы группы).

Тогда, по теореме Шрайера,

kr 4- 1 == 1 + jr + I (^ — 1 ) > 1 4- ПГ (kr ~ 1),

и это неравенство при г —1,2,... дает быстро растущую последо
вательность kr.

Таким образом мы доказали теорему для k — kr, г = 1,2,... Для k 
промежуточных конечность соответствующей периодической группы 
следует из того, что эта- группа будет факторгруппой максимальной 
периодической группы с числом производящих kr>k.

Замечание. Очевидно, теорему можно доказать в предположе
нии конечности всех факторгрупп ^lDn.} где nt = п,

пА | п2, и21 п3,.. . и пл -> 00.

2. Пусть О = {й]; а2, ... , ak} — свободная группа с # произво
дящими элементами. Dn= {gn, g“, g^ • • • £©■

Обозначим порядок группы &/Dn (или мощность множества ее 
элементов) <?„(#).

Известно, что % (k), и (#) конечны (3,4).
Проблема Бернсайда формулируется теперь так: конечно или бес

конечно ®„(£)?
®2(^)-2\

Леви и Ван дер-Варден (5) нашли

+ 2?
®3 (к) = 3 6 .

Оказывается, для п составных можно дать оценки ?„(^) снизу, 
пользуясь теоремой Шрайера.

п = 4. (®, Z)2) = 2*. Z)2— свободная группа с ki = 1 2* — 1)
свободными производящими элементами.

Составим £>2 — І - очевидно,

(D^,D2) = 2k^2'+2k(k °. D^D'^D^

Поэтому
(®,£4) = (®,£2)(О,,£Ш(£2^ =2> + ^+2(

Итак,
/ д, \ гр 4~ 4- 2^ (k ~ I)

В частности, (2) 2’ = 128.
n = 6. Рассмотрим случай ^ = 2,
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По Леви и Ван-дер-Вардену, (®,О3) — % (2) — 3s —2/.
Составим /Х = [ri2, d], а2, D3 —свободная группа с чис

лом производящих, по теореме Шрайера, 1 -н 27 (2 1) ==28.
Поэтому (П3, П3) = (28) = 228, DB с: D'3c D3c®, следовательно

(ШЛ порядка Ш(А, D.;) = 27-228, и даже &/D, имеет
факторгруппу ®/D3 порядка 27-228.

Составим D2 — {g2, gp g^- • ■ ’ C©» Д, — свободная группа с чис
лом производящих 1 ■ г 4(2 - 1) = 5.

Составим D\ = I d*, ri], ...} n.\ по Леви и Ван-дер-Вардену,

5" + 5-Я
7Х) 3 6 == 325, D6a D.a D.c. ®,

поэтому (g>ID% содержит факторгруппу порядка 4-325. Пересече
ние D' = D2 Л ^з> 110 теореме Пуанкаре («), тоже имеет конечный 
индекс в ®, обозначим его j. Кроме того, D' является нормальным 
делителем 0 и D^aD'. Отсюда ®/D6 имеет факторгруппу ® ID’ ко
нечного порядка j, а эта факторгруппа сама имеет факторгруппы ®/D3 и 
®lD'2 порядков соответственно 33-228 и 22 - 325.

Поэтому 33 - 228|у и 22-325|у, а следовательно, 2а8 - 325|/, -3й'.
Отсюда 96(2)>228 - 32Б = 8-625.
Таким же путем можно вывести неравенства % (2) 1 ,

?9(2)>33es% ?10(2)>2-Ю».
(2) 22-''’, здесь двойки входят г1 раз.
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