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МАТЕМАТИКА

К. И. БАБЕНКО

О БАЗИСАХ В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 30 I 1947)

Рассмотрим сепарабельное гильбертово пространство Н. После- 
дойательность {xh \ Н называется базисом, если любой элемент 
у^Н может быть единственным образом представлен в виде:

*= 2 a»Xk’
где alt а2,... — числа (комплексные).

Последовательность {zk} называется сопряженной с {xk}, если
(х„, zA —

Винер и Палей доказали для пространства А2 предложение (1), 
обобщением которого является следующая

Теорема 1. Пусть {xk} и {_уА}— последовательности эле­
ментов из Н. Если последовательность {xh} образует базис или 
линейная оболочка над {xft} совпадает, с Н, то тем же свойством 
обладает и{ук}, если

N
• (1)

при произвольных ak и N, где 1 не зависит ни от ak, ни от N.
Доказательство. Пусть линейная оболочка над {xk} совпа­

дает с Н. Определим в Н линейный оператор так:

(
п \ п

2 akxk\ = 2akyk- 
k=i - *=i

Если х — произвольный элемент из Н, то существует последова­
тельность агрегатов [V akxk^, сходящаяся к х. Но тогда, в силу 

(1), последовательность JV akyk} сходится к некоторому элемен­
ту у. Положим

Тх=у.
В силу (1) имеем

1|£-П<0> |1П<1+е, (2)
где Е — тождественный оператор. В силу первого неравенства (2)
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существует обратный оператор

у (f-?/, цг
fe=0

1
1 — 0'

Следовательно, уравнение Тх~у имеет решение при любом у € Н, 
а это означает, что у есть предел агрегатов вида ~Y ckyh.

Таким образом, линейная оболочка над {_V*} совпадает с Н. Если 
базис, то

Тх=Т' I 2 = 2 а^Ук=У-
\ 1 / 1

00
В силу (1) ряд V akyk сходится. Так как существует Т ’, то 

1
{.у*} — базис.

При доказательстве мы нигде не пользовались тем фактом, что 
Н — гильбертово пространство. Достаточно было предположить, что 
Н — линейное векторное пространство.

Если дана полная ортонормированная система {xk} и последова­
тельность {ук} выполняет условие (1), то {_уА}—базис такой, что

(1-0) j ОО

akyk <(1 + 9) { 21«А |2 
' 1

Следуя Н. К. Бари, базисы, которые обладают свойством: 
г со \'h оо г оо

m 2^а|2 22 -' 1 ' । I 1 J

будем называть базисами Рисса.
Таким образом, исходя из какой-то полной ортонормированной 

системы +*}, переходя к базисам {Д0}, ..., {/^} так, чтобы
{ей} и {/р}, {f^} и (г —Ь 2,...,и — 1) выполняли соотно­
шение (1), мы получим какой-то базис Рисса.

Интересно, что последний факт допускает обращение. А именно, 
имеет место следующая

Теорема 2. Если [fk} базис Рисса, ш. е.

то можно найти такие базисы {f^} (г=0, 1,2, ...,п), что будут 
иметь место соотношения

мп^<мп^<...<м1<м0=м,

А=1

/=0,1,... ,n; 6,< 1, причем f^=fk (#—1,2,...), {Дя)}—полная 
ортонормированная система.
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Доказательство. Если {/*}—базис, то, как известно, суще­
ствует сопряженная система {gk}.

Определим в Н линейный оператор так:
Afk=gk (4=1,2,...),

Ах = 2 akgk, если х= V ak/k.
1 1

Оператор А определен на тех элементах xt Н, для которых ряд 
ООV akgk сходится. Ясно, что область определения оператора А всю-
1

ду плотна в Н. Далее,

(Ах,х)= У |яД2 >0.
1

В силу (3)
ІII * И2 < (Ах, х)< - || х ||2.
М2 т2.

Следовательно, оператор А ограничен, определен во всем про­
странстве и

(Ах, х) > 0,

т. е. А — положительный эрмитов оператор. Ясно, что обратный опе­
ратор А"-1 существует и есть ограниченный положительный эрмитов 
оператор.

Пусть
0<а= inf (A lx,x)<sup(^'1x,x) = f.

Тогда
в

а

Рассмотрим оператор
вС~' = J \'!2я dEx, 

а

где п определяется следующим неравенством:
2" !<Л1<2Л.

С 1—положительный эрмитов оператор,

= pi/2«< 2, С~2п^А~}, ||£ —С~'|| = 0<1.

Далее, С2п — А. Оператор С переводит элементы fk в yk. {%}—
ОО ОО

базис, так как, если х = у akfk, то V akyk сходится; поскольку
-1 1

С существует, любой элемент можно представить единственным
ОО

образом в виде х = V bk^k.
1

Оператор С” переводит fh в ek, поэтому

ет) = (Сп fk, Сп fj = (С2я fk,
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т. е. {е*}—ортонормированная система. Ясно, что {ek}—полная 
система. Пусть

ОС

* = 2 ак^
1

Таким образом, базис {?*} удовлетворяет условиям теоремы. По- 
п —1

ложив (^=1, 2,...), М п =М1<^.М и Применив приведенное
рассуждение, мы получим базис {/^2)} и константу М2<^Мг. Повто­
рив подобную конструкцию п— 1 раз, придем к последовательности 

Для которой

Тогда, построив, как и выше, оператор А, найдем, что 
ЦД-ЧКЗ.

Положительный эрмитов оператор В такой, что В1—А, переводит 
элементы в ek. {ek} —полная ортонормированная система. Далее, 

ЦД — в-11|—о< 1, 
т. е.

2
1

Теорема доказана.
Примечание. Из теоремы 1 просто следуют теоремы 4, 5, 6 

работы Н. К. Бари (2) с помощью следующего очевидного факта: ес­
ли последовательность flt f2, f3,— базис и glt g2,..., gn, fn + b 
/n+2,...—линейно независимая последовательность в пространстве 
Гильберта, то gx, g2,... ,gn, fn+v fn+2,... -базис..

Поступило
30 I 1947
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