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В работе строится семейство решений уравнений Чаплыгина, пред­
ставляющих собой обтекание крыльев бесконечного размаха со ско­
ростью звука в бесконечности.

Уравнения Чаплыгина (*) пишутся в форме С. В. Фальковича (2): 
д? __ М
с'9 ді}

где —убывающая функ­
ция скорости, равная ну­
лю при критической ско­
рости; В — возрастающая 
функция скорости, равная 
нулю при нулевой ско­
рости.

Исключение ? или, 
соответственно, ф дает:

। ^L\b — 
дтр дО2 дг]

где b (Д) = -d- ]п в 
dt}

Рассматриваем сначала случай обтекания симметричного профиля 
при нулевом угле атаки. Тогда <р будет четная, аф— нечетная функ­
ция 6. Точка 0=т] = 0 соответствует бесконечно отдаленным точкам 
течения и поэтому должна быть особой точкой искомого решения.

Характеристики

k=0—р = 0 + — (—т])’/«=0 (3)
3 3

соответствуют „предельным линиям Маха", идущим вниз по течению 
и сливающимся в бесконечности с „линиями перехода" от до- к сверх­
звуковым скоростям (см. рис. 1). Поток ниже (по течению) предель­
ных линий Маха нас не интересует, так как он не влияет на поток 
вверх по течению от этих линий и полностью определяется последним.
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Следовательно, на линиях (3) функции у и ф должны быть конеч­
ными; естественно также требовать конечность производных по X и ц 
(что соответствует регулярному профилю).»

Ищем тогда „ главный член“ функции ф, определяющий характер 
особенности, в виде

Ф = Р*У(6М (4)
где р=|/б2 + 4/йт]3, а ф удовлетворяет уравнению "Трикоми (3)

д02
0.

Требование регулярности функции ф на характеристиках (3) при­
водит к уравнению

^ = 1/3 + 2//z (m = 0, 4; 1, ± 2,...), (6)
причем нас интересуют только отрицательные значения £. Любое из 
этих значений (—5/3, —11/3,...) может быть использовано для по­
строения решения уравнений (1), представляющего обтекание профиля 
со скоростью звука в бесконечности. Исходя, однако, из предполо­
жения, что в действительности могут осуществляться только такие 
решения, которые соответствуют наибыстрейшему убыванию скоростей 
возмущения в бесконечности, мы ограничиваемся в дальнейшем слу­
чаем

£=—5/3, (7)
так что

ф =р“‘/а/(О/р). (8)

Функция /(s) оказывается алгебраической, а именно:
(8а)

Главный член потенциала имеет вид:
Ф=р“‘/,^(0/р). <9)

Отсюда вытекает, что поперечные скорости возмущения вдоль 
линии перехода и вдоль предельной линии Маха убывают как 
в то время как продольные скорости возмущения перед крылом убы­
вают как Отсюда же следует, что линия перехода и предель­
ная линия Маха на большом расстоянии от крыла приближаются к 
параболам степени 5/4:

у=±Сх'\ (Ю)

Для получения строгого решения находят, прежде всего, три по­
правки:

^р-ЛШ W'W), Фз-р'Ч^/р), О О 

удовлетворяющие неоднородным уравнениям Трикоми, а именно:

^гФі । ь 
дб2 ° ’

Г дц2 
d02

Н-г д2ф3 _ <Д2
Д2 ° Эт) м—— М2 дт.

dr, Рт)

д '

(&h)=^+M+M2+ • - •

(12)

662



Функции /3, f2, f3 удовлетворяют некоторым неоднородным диф­
ференциальным уравнениям второго порядка, которые сводятся к ги­
пергеометрическим; f1 и /а определяются однозначно требованием, 
чтобы поправки фх и ф2 были регулярны на характеристиках (3). Функ­
ция f3 содержит один произвольный параметр,' которым воспользуемся 
для того, чтобы было /3(1)= 0 (что, впрочем, несущественно).

По существу поставленной задачи полученное решение должно 
быть периодической функцией 6 с периодом 2и. Поэтому мы строим 
на основании главного члена и первых трех поправок следующие 
периодические функции:

+ с° 4- оо
Фо = 2 Ф (9 + ^т, 7]), фх = у фх(9+ 2кт, 7]), 

т =— 20 т =—со
4-оо

Ф2 = ф2(0-4-2кт, т]). (13)
т——0°

Эти суммы сходятся абсолютно и равномерно в любой области, 
лежащей вместе с границей в области, состоящей из верхней полу­
плоскости и характеристических треугольников, к > 2к/г, р. < 2тс (п-\-1), 
71 О (« = 0, ± 1, ±2,. • •), причем перед суммированием нужно со­
единять члены с номерами ±т в один член.

Для получения периодизованной третьей поправки приходится 
воспользоваться обобщенной формулой суммирования

А
V ---- ф3 (О -J- 2irm, т))
Zj аз2 dQ2. (14)

В двойном интеграле постоянные интегрирования должны быть 
определены так, чтобы получилась функция 9, нечетная и периоди­
ческая с периодом 2к.

Далее доказывается следующая асимптотическая формула для 
функций Чаплыгина (Д

; X ( п3 7]у + П 3 А*'* 7])+ . . .
znp

2 / 2 \ 2 /2\
...+« 3 п3 т|ф-фп 3< + ~'\п3 (15)

(т — квадрат отношения модуля скорости к скорости истечения в 

вакуум, где | Л^+1)(?) 1<4^ + 1), |Л^ + ,)'(Е) |< +
Cp+cv /

А (£) —функция Эйри (4), которая определяется условиями
Х"0) — 5а(с)=0, Ц0)=1, Х(+оо)=0, (16)

а функции (?) определяются некоторыми неоднородными уравнения­
ми Эйри и краевыми условиями

k(9(0)==X(/)(+<xJ=0. (16а)
Воспользовавшись еще уравнением Ф. Трикоми (3)

sign 9-19 V ф9-ф2л7тг)* — ( - 9ф-2кщф] = 
т =1

2Г (# ф 1) sin — (k + 1)
(—2те <T 9 <ф 2к) (17)

n = I n
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и несколько обобщив его, выводим теперь разложение функций ф0, 
ф1; Фз» Фз в тригонометрические ряды относительно 6. Получаем:

Фо = Ро V л*/з Цп’^) sin п0, фх= V ф-
л= 1 и = 1
ф2= 2 «-’/з l!V(2) («!М + p/'VM + ₽2* (n’Ml sin «0, (18) 

Л=1

Фз= 2 (^) + («Ъ) + Sin ПО,
л = 1

где^^, р
Г(5/3) J “ Г(1/3)

Сравнение формул (15) и (18) наводит на мысль о существовании 
строгого решения задачи, разлагающегося в области дозвуковых ско­
ростей в ряд

ф= 2 si™e- <19>

В самом деле, если ф написать в виде
Ф = Фо+Ф1 + Фз + Фз + °Ф> (20)

то остаточный член 8ф в гиперболической полуплоскости находится 
путем решения некоторой задачи Коши с начальными данными на 
переходной линии, а пользуясь более ранними результатами автора (5), 
легко доказать, что функция 8ф и ее производные дЗф/дХ, дЗф/сф. 
остаются конечными на характеристиках (3). Чтобы получить обте­
кание тупоносого профиля, нужно, чтобы при очень малых т было 
ф = 0 при 0=тс/2, ф=ф=О при О<0<Х/2. Функция (19) не удовлетво­
ряет этому условию, но если в ряде (19) опустить первый член, то 
условие будет выполнено.

Итак, окончательное решение задачи представляется в виде:

У ФИ + М-7’) sin пО. (21)
„=2

В этом решении можно произвольно менять любое конечное число 
коэффициентов: все равно получается симметричное обтекание тупо­
носого профиля со скоростью звука в бесконечности (лишь бы коэф­
фициент при члене л=2 был отличным от нуля).

Нетрудно доказать, что в полученных решениях в точках, доста­
точно отдаленных от крыла, не могут образоваться огибающие линий 
Маха; может ли это случиться вблизи крыла, нужно в каждом слу­
чае проверять непосредственным вычислением.

Чтобы получить пример несимметричного обтекания, достаточно 
заменить член с номером и=2 членом вида Azr (т) sin 2 (0—0О). Тогда 
разветвляющаяся линия тока подходит к обтекаемому контуру под 
углом наклона 0 = 0О.
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