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О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 1 III 1947)

Настоящая работа является дополнением и развитием работы (Ч, 
в которой было рассмотрено уравнение

(TZ 
дР

(2k + 1)8 d'Z
л2 дх1

= Ф(х, (1)
при условиях

z<°>
z(i,o=^| =о, 

дх2 |л==і

Z(x, 0)=Z(x, 1),

dZ I __ dZ I 
di |/=o dt L=i

и доказана при некоторых ограничениях, накладываемых на р, Ф (л, t) 
и f (Z), теорема существования и единственности решения. При дока
зательстве этой теоремы существенно было требование, что параметр
^4^’ Где ^ = supir|,

rlx V TZ

A = sup sin (2n+l) KX sin (2n+l) ~£ cos (2n+l)Wa (t — g) 
(2n + I)2

sin (2п-Н 1) Ttx sin (2л+1) тс? cos (2n+1)2

(2n -p I)2 sin ------- - --------
di

= sup [ 2 pa J | (z, t', t a) I di -[-2 (da Г | (x, t; 5, a) | di
Loo о о

В настоящей работе рассмотрено уравнение (1) при условиях (2) 
.и доказана теорема существования для любых значений параметра a 
при этом используется теорема Арцела.

Предположим:
1. Функция Ф (х, t) непрерывна и удовлетворяет условию Липшица

|Ф(л15 Q-O(x2,

функции Фі^, Г) = дФ/дх, Ф2(х, () = дФ/д( непрерывны в области D
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и с ограниченными вариациями по х и по t, когда 1 и0^<1;
Ф (х, 0 разлагается в абсолютно и равномерно сходящийся ряд Фурье

ф(х, ^) = Ф(х, ^0=2 Ф-’П-Ы (0 sin (2«+1) тгх, 
л=о

где
Ф2я+1 (0 = Ф2л+і d+1)= 2JФ (а, 0 sin (2w+1)

О
2. 1/'^) —f (Z^K^I^ —ZJ.
3. /(0)—О, f( — Z)=—f(ZY
4. f (Z) ограничена при конечном изменении Z.
В этих предположениях докажем:
Теорема. Дифференциальное уравнение (1) допускает непре

рывное решение вместе с частными производными до четвертого 
порядка в области D, удовлетворяющее условиям (2), если выпол
нены вышеуказанные условия.

Докажем эту теорему методом последовательных приближений.
За начальное приближение Z^x, t) возьмем решение урав

нения
=ф (х, tY (3)

dt2 1 дх*

удовлетворяющее условиям (2). Решение этого уравнения имеет 
вид

(4)
л=0

где

(t^2 (da СФ(;’ 0С"+1)^(2” + ^”^^J J атг2(2п+1)3
о 0

1 1
ГФ (£, c) sin (2 я + 1) cos (2n l)2 d — ° T г/г)
1 —————“ 4-1)2 Л
0 «~2 (2/i + I)2 sin-----------------

Легко видеть, что ZQ{x, t) удовлетворяет условиям (2) и является 
функцией, непрерывной вместе с частными производными до четвер
того порядка в области D.

Зная (£—1)-е приближение Z* i(x, t\ ищем ^-е приближение 
Zk(x, t) как решение уравнения

_I— а2 _ ф (х, t) + цГ (Zft_i) (5)
дГ- 1 дх*

при условиях (2). Это приближение имеет вид

^Дх, 0= V (Osin(2п4-1)кх,
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где

^.(0=2
[Ф «, о) + V-f <Zk ,)] sin {In + 1) n? sin (2 л + I)2 r?a (/ — a)

an- (2п + I)2

[Ф (5, a) + vf{Zk_^ sin (2л + 1) ni cos {2n + 1)2л3л (7 — a + E'a)

0 0

(2n + I)2 n2a
an- {2n + I)2 sin ;!— ------

2

Итак, мы имеем последовательность функции

ZJx, t), Z2(%, f)...,Zk(x, t),... (6)

непрерывных co своими частными производными до четвертого порядка 
в области D и удовлетворяющих условиям (2).

Нетрудно убедиться, что функции последовательности (6) равно- 
]мерно ограничены и равностепенно непрерывны в замкнутой области 
D^D.

Тогда, согласно теореме Арцела (2), мы можем выбрать равномерно 
сходящуюся подпоследовательность из последовательности (6). Пусть 
выбранная подпоследовательность будет:

Zm„ (7)

В силу теоремы Арцела имеем

lim Zm, (л, /)=Z(x, /),

где Z(x, ^ — непрерывная функция в замкнутой области/), которую 
можно написать в виде

С , f[®(5,s)+p./(Z)]sin(2n4H>xsin(2n4-l>5sin(2n+1)2Tc2a(/—а) ,
Ail ап* {2п + I)2

о о

о

[Ф(5> ') HV (Z)] sin (2лД1) пх sin (2/1-I-1) cos (2«+1)! ла2(/—а| -1/2) 
(2п + 1)2л2л

ап2 (2 лI)2 sin  ------- --------

Из выражения (8) легко видеть, что Z (х, t) есть функция огра
ниченной вариации по первому и по второму аргументам.

Далее легко доказывается сходимость рядов для d^Z/dx* и d2Z/d/2.
Тем самым теорема доказана.
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