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МАТЕМАТИКА

ШИ ДЗЕН ХУ

ТЕОРЕМА О РАСШИРЕНИИ ГОМОТОПИИ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 10 III 1947)

Топологические исследования часто приводят к задаче такого 
рода: даны топологические пространства X, Y, замкнутое множество 
Хо с. X и некоторое отображение спрашивается, всякая ли
частичная гомотопия*  ftlX^ с К(0<^< 1) этого отображения допу
скает расширение f < (X) С К (0</-<1) такое, что Если Y 
есть абсолютный окрестностный ретракт (сокращенно ANR — absolute 
neighbourhood retract), а X— нормальное пространство, то теорема 
Borsuk’a (см. (3), стр. 86) дает положительное решение нашей задачи. 
Если наложить ограничение на X, потребовав, чтобы X было поли- 
едром, а Хо — подполиедром, то положительное решение задачи дается 
известной леммой (см. R), стр. 501). J. Н. С. Whitehead обобщил эту 
лемму на бесконечные полиедры ((5), стр. 320). В настоящей заметке 
мы устанавливаем теорему, являющуюся обобщением и, вместе с тем, 
обращением указанной выше леммы для случая, когда X есть ANR. 
Эта теорема дает новую характеристику замкнутых множеств ANR в 
пространствах ANR.

Определение. Будем говорить, что подмножество Хо тополо
гического пространства X обладает в X свойством абсолютной 
расширимости гомотопий, если, каково бы ни было тополо
гическое пространство Y, всякая частичная гомотопия ft(X0)c;Y 

произвольного отображения f(X)aY обладает расшире
нием f*  (X)c.Y (0<7< 1) таким, что fo = f.

Пусть 7' —замкнутое множество (Хо ХО) U (Хо X /) в топологи
ческом произведении XXI, где / обозначает замкнутый интервал [0,1] 
действительной прямой.

Теорема. Если X есть ANR, а Хо — его замкнутое подмноже
ство, то следующие условия эквивалентны друг другу:

(1) Хо обладает в X свойством абсолютной расширимости го
мотопий.

(2) Т есть ретракт пространства Х\1.
(3) Т есть ANR.
(4) Хо есть ANR.

* Пусть f (X) С. У есть непрерывное отображение пространства X в простран
стве У. Гомотопией называется непрерывное семейство отображений ft(X) С У 

1); ft называется гомотопией отображения f, если fv=f. Частной гомото
пией отображения f на множестве Хо С X называется гомотопия ft (Х„) С У (0</^1), 
определенная на множестве Хо таким образом, что f n(X)—f (х) для всех xQX0. 
Расширением частичной гомотопии ft(Xf)C. У (О С t < 1) на X называется такая 
гомотопия f*t(X)(^Y что f* (х) = ft(x) для всех х g Хо и всех t
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Доказательство. Из (1) следует (2). Пусть Y = Т, a f (Д') а Т 
определено так:

f(x)=(x,G)£T (х^Х).

Определим частичную гомотопию f^X^C-T (0</<1) отбраже- 
ния f, положив

А(л) = (хД) (л€А0, 0</<1).

В силу (1) ft обладает расширением f*(X)czT (0</<1) таким, 
что ft —f- Если определить отображение 6 (А х/) с Т, положив

4x,t)=f’(x) (хбХ, 0</< 1),

то мы видим, что Ь есть ретракция X X I в Т.
Из (2) следует (3). Согласно теореме, принадлежащей Войды- 

славскому (см. (6), стр. 186), Д' может быть вложено, как замкнутое мно
жество, в выпуклое подмножество Z некоторого банахова простран
ства Л (см. (2), стр. 53). Согласно другому результату Войдыславского 
(см. (6), стр. 187), Z есть абсолютный ретракт. XX I естественным 
образом оказывается вложенным в Z X А Пусть тс и т — проекции 
ZX/, соответственно, на Z и /. Пусть В — произвольное замкнутое 
подмножество некоторого произвольного метрического сепарабельного 
пространства С. Пусть, далее, f (В) с: Т есть какое угодно отобра
жение В в Т. Положим <p=itf и ф=т/. Так как Z и / — абсолютные 
ретракты, то ср и ф обладают, соответственно, расширениями <?* (С) a Z 
и ф* (С) с. I (см. (4), стр. 60). Так как X есть ANR, то существует 
некоторая окрестность* U множества X в Z и ретракция 
этой окрестности U в X. Обозначим через V прообраз U при отоб
ражении </; V является окрестностью множества В в С. Так как, в 
силу условия (2), Т есть ретракт пространства XXI, то существует 
ретракция щ{Х X I) аТ пространства X X I в Т. Определим отобра
жение Г(У)сЛ положив

Г(В) = 4(0?*(5)Л*©)

Очевидно, /’ есть расширение f на V, следовательно, Т есть ANR 
(см. (4), стр. 60).

Из (3) следует (4). Отождествим Хо с Хо X 1 с Т. Пусть В — 
любое замкнутое подмножество произвольного метрического сепара
бельного пространства С и пусть f (В) с. Хо есть произвольное отоб
ражение В в Х Так как Т есть ANR, то существуют окрестность U 
множества В в С и некоторое расширение g(U)cT отображения f 
на U. Обозначим через М подмножество множества Т, состоящее 
из точек (%,/)€ Т с />0; 44 есть, очевидно, некоторая окрестность 
множества Хо в Т. Пусть тс есть проекция множества 44 на ДХ 
определённая равенством

тс (х, t) = (%, 1) ((%, /) € 44).

Пусть V = g-1 (44) с 47; тогда 1/ есть некоторая окрестность В в С. 
Определим отображение f* (И) с Хо, положив

MV).

Очевидно, что f* есть расширение отображения f на V, следова
тельно, Хо есть ANR.

Окрестностью множества М в пространстве R называется всякое открыто 
подмножество R, содержащее М.
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Остается доказать основную часть нашей теоремы, именно, что 
из (4) следует (1).

Как в доказательстве, что из (2) вытекает (3), вложим X, как 
замкнутое множество, в выпуклое подмножество некоторого сепара
бельного банахова пространства F. Так как X есть ANR, то суще
ствуют некоторая окрестность N множества X в Z и ретракция О 
этой окрестности N в X. Выберем для каждого х € X некоторую сфе
рическую* окрестность U (х) с N. Мы можем предположить, что 
диаметры всех U (х) меньше единицы. Так как Хо Является ANR и 
замкнутым подмножеством X, то существуют некоторая окрестность 
Хо множества Хо в X и ретракция 0О этой окрестности No в Хо. 
Из непрерывности 0О вытекает, что у всякой точки х € Хо есть 
окрестность V (х) в X такая, что V (х) с: U (х) П и 0О отображает 
I/ (х) в U (х). Пусть

М = V V (х);
х £Х,

тогда М является окрестностью множества Хо в X. Для любой точки 
найдется точка х € Хо такая, что 5 € V (х) и, следовательно, £ и 

0О(<) содержатся в U (х). Будучи сферической окрестностью точки в 
выпуклом множестве Z, U (х) сама выпукла. Пусть обозначает 
точку прямолинейного отрезка**, соединяющего точки 5 и 0О(^), 
причем

= t, если
если

*<?(£, 00 О,
00(ед,

где р — метрическая функция пространства А, содержащего Z. 
Определим гомотопию ^t(M)c:X (0<Д<^1), положив

При этом <р0 есть тождественное отображение М, а ^(£) = 90 (^), 
когда ^p(S, 0О О-

Пусть теперь f(X)cY есть любое отображение X, a f^X^^Y 
есть произвольная гомотопия отображения f.

Определим гомотопию gt(M)cY положив

МО = J /МО, если
если

МО), 
мо)

для любого £ € М и любого t, Тогда, очевидно,

g0 = f\M, ft = gt]X0 (0</<1).

Так как Ао и X— М — непересекающиеся замкнутые множества, 
то можно определить на X действительную функцию

ц (х) = р (%, X - ЛГ)
р(->Ь Х0)+р(х, Х-М)

€ А),

* Сферическая окрестность точки х в метрическом пространстве R есть множе
ство точек у б R таких, что расстояние р (х, у) меньше некоторого заданного поло
жительного числа е.

** Прямолинейный отрезок, соединяющий точки В и у в банаховом пространстве F, 
есть множество точек вида (1—+ (0 t С 1). Если = (1 — /) 5 + h), то
₽(£, = Д
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где р (х, А) есть расстояние от точки х до подмножества А в X. 
Тогда 0-<р.(х)^1 для всякого х€Х и

ft W = {

' ( 1, если х € А^.

Определим гомотопию f* (А) с Y (0<^<1), положив 

f (х), если х£Х— М, 
если х^м-

Очевидно, ft является расширением частичной гомотопии ft таким, 
что fo=f. Следовательно, Хо обладает свойством абсолютной рас
ширимости гомотопий.

Наше доказательство полностью закончено.
Замечания, а) Эквивалентность условий (1) и (4) показывает, 

что свойство абсолютной расширимости гомотопий для замкнутых 
подмножест Хо заданного пространства ANR служит характеристикой 
множеств Ао, являющихся ANR. Это есть характеристика в целом, 
поскольку в ней не фигурирует явно понятие окрестности.

Ь) Существование гомотопии (0<£<1) в доказатель
стве того, что из (4) вытекает (1)', обобщает известную теорему 
(см. (х), стр. 343), доказанную первоначально только для замкну
тых ANR:

Если Ао есть замкнутое множество ANR пространства ANR 
X, то существуют окрестность М множества Хо в X и гомотопия 
yt(M)c:X такие, что <р0 есть тождественное отобра
жение М, есть ретракция М в Хо, а (х) = х для всякого х € Ао 
и всякого t, 0 t 1.

Мы доказали, кроме того, что ?/(?) = <?!(В) для всякого при 
t > Р & ?i (2))-

Манчестерский университет. Поступило
Англия 10 III 1947
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