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О ПОНЯТИИ ИНДИКАТРИСЫ В ТЕОРИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

(Представлено академиком И. Г. Петровским 25 I 1947)

Пусть
“ / r)F'\
0 ^Лр,—1=0, (1)

\ д?)
и=г-у\,... ,т(п — т), а,Ь = 1,... ,т, p,q—m-\-A,... ,п

будет произвольная система дифференциальных уравнений первого 
порядка, содержащая п — т неизвестных функций (£“) от т незави
симых переменных, где левые части представляют из себя аналитиче
ские функции.

Рассматривая п переменных 2я (я,..., w= 1,..., «) как координаты 
точки «-мерного геометрического пространства Хп и предполагая, что 
уравнения «/-мерных интегральных поверхностей системы (1) пишутся 
в параметрической форме (К), мы заменим систему (1) системой

(2) 
\ dta /

и
где функции F удовлетворяют соотношениям

Аналогично, если уравнения интегральных поверхностей системы (1) 
ищутся в неявном виде ч?р (£“) = const, система (1) может быть замене
на системой

ф(е.л=о = <3>
и

где функции Ф удовлетворяют соотношениям

С каждой точкой Хп мы ассоциируем два локальных пространства од
ного и того же числа измерений: пространство М/п , всех контравариант-

\т)

ных m-векторов и пространство М, п всех контравариант-

ных «— /zz-векторов х°" "*п~т. Ковариантный /«-вектор уЛі...ат 
определяет гиперплоскость в и ковариантный «— /«-вектор 
У^...ап п определяет гиперплоскость в М^ п у
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Рассмотрим теперь прямые, проходящие через центр
ветственно
ственно (X „

п~т)’ КаК точки нового пространства

М(Пу соот-
соответ-

Q(«)_i и будут пространствами Клейна, фундаменталь

ные группы которых являются подгруппами общей проективной 
группы в (") 1 переменных. Отсюда следует, что все понятия проек
тивной геометрии будут иметь смысл в геометрии Q,n. и Q( п

(т)~ 1 \п —

Существенные компоненты " М, у _ ₽ г и
I ’ т)

} контраварйантных и ковариантных ттг-векторов и 
fi ///-векторов, где фигурные скобки обозначают, что рассматрива- 
Ю1 ся только возрастающие последовательности индексов, являются 
однородными точечными и гиперплоскостными координатами в

Уравнения 

х п~т 1 в,... Р 
----- е 
ml р (4)

где р — произвольный множитель, определяют инвариантное корре
лятивное соответствие между Q/n\ и Q п . и

(т' 1 {п_т)—1

Так как (неориентированное) /«-направление в некоторой точке X 
может быть определено с помощью простого контравариантного 
«г-вектора или с помощью простого ковариантного п—■ «г-вектора, за
данных с точностью до произвольного скалярного множителя, то мы 
можем представить его в виде точки в локальном j или ’в виде 
1 иперплоскости в локальном Qt п которые будут соответствовать 
Друг другу при коррелятивном соответствии (4).

Таким образом множество всех /«-направлений в некоторой точке 
Хп может быть представлено в виде т(п — /и)-мерной поверхности в 
локальном г называемой поверхностью Грассмана, или в виде 
т(п — ^-параметрического семейства в локальном п называе
мого семейством Грассмана. Поверхность Грассмана и семейство Грасс
мана являются, соответственно, образами конуса Грассмана в М п и 
семейства Грассмана гиперплоскостей в М, „ , Определяя простой 
контравариантный //z-вектор с помощью системы т контраварйантных 
векторов хла и простой ковариантный « — //z-вектор с помощью систе
мы п — /« ковариантных векторов уР^, где и уР^ заданы с точностью 
до произвольной линейной комбинации, мы можем рассматривать ха 
как некоторый вид однородных координат точки на поверхности Грасс
мана и у^ как некоторый в/д однородных координат гиперплоско
сти, принадлежащей семейству Грассмана.

Уравнения

(5)
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определяют, соответственно, г-мерную поверхность, лежащую на по
верхности Грассмана в каждом локальном и/--параметрическое 
семейство гиперплоскостей, принадлежащих семейству Грассмана в 
каждом локальном Я ) ], которые будут соответствовать друг
Другу ПРИ коррелятивном соответствии (4). Эти г-мерную поверхность 
и г-параметрическое семейство гиперплоскостей будем называть соот
ветственно, контравариантной и ковариантной индикатрисой в данной 
точке Хп для системы дифференциальных уравнений в частных про
изводных. Таким образом, с геометрической точки зрения, задание 
системы дифференциальных уравнений в частных производных экви
валентно заданию поля ее контравариантных или ковариантных ин
дикатрис.

Пусть
,Ч\1\ .Ур-фСр 7]‘) 0=1,..., г) (6)

будут параметрические уравнения, соответственно, контравариантных 
индикатрис, где функции Ва и определены с точностью до преоб
разований ВХа’ = В°а’В^а И СР^=СРР'С1 в которых и Срр - произ
вольные функциии от и т)1, удовлетворяющие условиям

Det I ВЪ I 0, Det | 0.

Введем в рассмотрение аффинор

8^ = ^ В^С^. (7)
Можно показать, что ранг матрицы с г строками и т(п — т) 

столбцами будет равен г.
Рассмотрим /-направление (/Од) в некоторой точке Хп, определен

ное I независимыми контравариантными векторами (г = 1,...,/), 
заданными с точностью до произвольной линейной комбинации. Мно
жество всех ///-направлений в -этой точке Х„, которые содержат дан
ное /-направление, может быть представлено в локальном Q ] в 
виде (т — I) (л —///)-мерной поверхности, лежащей на поверхности 
Грассмана, уравнения которой могут быть записаны так:

хУ=0. (8)
Эта поверхность является пересечением поверхности Грассмана в 

1 с (m — i) 1-мерной плоскостью, которая может рассматриваться 
как пространство в котором она будет являться поверхно-
стью Грассмана (х). Рассматривая поверхность (8) в Q мы бу-
дем называть ее (л/ — /) (п — л/)-мерной субповерхностью Грассмана

Предположим, что рассматриваемое /-направление содержится в 
^-направлении, соответствующем точке V контравариантной индикат
рисы. В этом случае это /-направление представляется в ( с по
мощью (л/—/) (л—л/)-мерной субповерхности Грассмана, проходящей 
через точку индикатрисы. Можно показать, что необходимое и до
статочное условие того, что индикатриса имеет />-мерное касание с 
этой субповерхностью Грассмана, т. е. что их касательные плоскости 
в общей точке пересекаются по ^-мерной плоскости, состоит в том 
что система уравнений

(9)
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где мы положили vaz=BaVaz, должна иметь # независимых систем ре
шений относительно d^, т. е., что ранг матрицы

<10>

с г строками и 1(п—т) столбцами должен быть равен г—
Рассматривая индикатрисы (контравариантные и ковариантные) как 

локальные пространства Хг, ассоциированные с точками Хп, мы полу- 
чим составное многообразие Хп + щ>- Интерпретируя Хп + (Г) как п-\-г- 
мерное пространство, мы видим, что каждая интегральная поверхность 
рассматриваемой системы дифференциальных уравнений является про
екцией в Х„ некоторой /«-мерной интегральной поверхности системы 
уравнений Пфаффа в Хп + (г)

(11)

Каждый линейный интегральный элемент системы Пфаффа (11) мо
жет быть определен с помощью т-\-г величины (d^f, dtf, где deT— 
=Ba{d^a, и поэтому каждый /«-мерный плоскостной элемент в Хп + (Г) с 
т-мерной проекцией в Хп, все линейные элементы которого являются 
интегральными, может быть определен уравнениями

(12)

Так как условия того, что два линейных интегральных элемента 
(d^)a, d^' и (.d2z)a, d^ находятся в инволюции, может быть записа
но так:

g?a <di d^ W") + ^Ьа {d^a^Q, (13)

где Шьа =—ВъВад[^ C%, то условия, что /«-мерный плоскостной эле
мент (13) является интегральным, имеют вид

gf[bZa]=mL. • (14)

Как известно (2), необходимым и достаточным условием того, что 
система уравнений Пфаффа (11) находится в инволюции, является то, 
что число независимых систем решений системы уравнений (14) отно
сительно Za равно тг—(т—1)ах—(т—2)а2—...—ат х, где числа 
ах,...,ат_х определяются из условия, что сумма гх+а2+ ... -г°/ равна 
рангу матрицы (10), в которой считаются произвольными. Если это 
условие выполнено и система Пфаффа находится в инволюции, то 
числа ох,..., з,„ х совпадают с характеристическими числами Картана 
sx, ...,sm_x. Таким образом, получаем теорему, дающую геометриче
скую интерпретацию характеристическим числам Картана:

Если система дифференциальных уравнений в частных произ
водных первого порядка находится в инволюции, то ее контрава
риантные индикатрисы в каждой точке имеют г—(sx-|-s2-|- ... +$;)- 
мерное касание с общей (т—1) (п-—т}-мерной субповерхностью 
Грассмана, проходящей через эту точку (/=1, 2,..., т— 1).

Поступило
25 I 1947
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