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ОБОБЩЕННЫЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННЫЕ 
И ОБОБЩЕННЫЕ ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

(Представлено академиком И. Г. Петровским 24 VI 1947)

1. Понятие базиса непрерывных функций, введенное в нашей пре
дыдущей заметке 0), легко переносится на континуальный случай. 
При этом следует всюду суммы заменить на интегралы Стильтьеса. 
Мы ограничимся в настоящей заметке рассмотрением важного примера, 
связанного с оператором Штурма — Лиувилля второго порядка.

Пусть А(ф)= — 
v dx*

р (х)®, где р (х) — непрерывная для всех действи

тельных х действительная функция. Обозначим через <p(x, X) решение 
дифференциального уравнения

L (ф)Хф= 0 (X—действительное число) (1)

с начальными условиями

?(o, x)=i, ?;(о,х)=о. (2)

Рассмотрим теперь решение уравнения в частных производных
d2u , , д^и , ч — - р(х « = —-p(j/)mдх2 оу* (3)

•с начальными условиями

«(х, 0)=f (х), д«/ду|у=о=О. (4)

Пользуясь методом Римана (см., например, (2)), можно это решение 
записать в виде

7^/’(л) = Л ( w(x,y,f)f(t)dt. (5)
д

Полагая в формуле (5) / (х) = <р(х, X), получим

x+.v
ф(х, Х)?(М М= ~ Н* jm.) ■ ф(х- - у, Х)]+ J ■w^x,y,t)'p(t,K)dt. 

х—у

Это равенство показывает, что функции ф (х, X) удовлетворяют 
второму условию базиса. Что касается первого условия, то оно не 
выполнено в пространстве всех непрерывных функций. Однако если
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2иХЧ7пяпЯ линейнь1м подпространством функций, являющимся замы
канием, (равномерно в каждом конечном интервале) конечных сумм 

вида 2 ? (Л>‘М> то в этом подпространстве выполняется также и

первое условие базиса. Описанное линейное подпространство неппе МЫ В ДаЛЬНеЙШем бУд^ сокращениеГо?ознаХь

(3)' РассмотР“ решение уравнения в

Ри д*и—р(х) и =— дх2 ' ду2

с начальными условиями (4) и решение уравнения 
д-и д'и , .

= (З’)
с геми же начальными условиями (4).

Решение будем записывать в виде

Sxf(x) = — f/(x4^)4-/(x—j/)] 4- J w1(x,y,t)f{t)dt, (6) 

соответственно в виде

W = у [/(•*+JO+ZU — .у)]-}- J w2(x,y,t)f(t)dt. (7) 

х—у
Полагая в (6) /(x)=?(x> X) и затем х = 0, мы получим

C0SK^- 2 [9(^Д)+<Р(—J,X)]+ j w1(0,y,t)(p(t,/^df.
—у

Точно так же из формулы (7) при f(x)=cosKU и затем 
следует формула v 7 v затем

?U'^)=cos^y+ j w2(0,j/,4cosK^^.
—У

2. Эти формулы позволяют, пользуясь преобразованиями 
ными ранее использованным в дискретном случае доказать еле тую щую лемму. J доказать следую-

........5” " любых ........^полняетея нера<,енст,о

Тогда функция

п

И, №1

Z

4 ^(2)+/(~г)1+ 1 (р) dt

положительно определена в том смысле, что для любых 
гі>^-2,... ,zn выполняется неравенство точек
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л 12 iL?(2ix+zv)+^(|z(1-zv|)]^v>o. 
и, v=l (8)

M. Г. Крейн показал (3), что непрерывная функция g(z), положи
тельно определенная в смысле неравенства (8), представима в виде

ОО
g(z)= j cos J/Tzok(X), (9)

— ОО

где а (X) — ограниченная, монотонно возрастающая функция. Этот ре
зультат следует у М. Г. Крейна из весьма общей теории. Однако 
можно показать, пользуясь предельным переходом, что представление 
(9) может быть получено из представления (3) в (1).

Из представления (9) и леммы 1 следует теорема, которая ранее 
в частном случае была доказана А. Я. Повзнером(4) и затем в общей 
формулировке М. Г. Крейном (3):

Пусть f(x)— положительно определенная функция в смысле 
определения леммы 1. Тогда f(x) представима в виде

ОО
/"(%) = j ф(л, к) da (к), 

— ОО
где а (к) — ограниченная, монотонно возрастающая функция.

3. Рассмотрим теперь обобщенные почти периодические функции, 
связанные с оператором Штурма—Лиувилля. При этом нам придется 
на функцию р(х) наложить следующие ограничения: 1) р(х)—непре
рывная, четная функция для всех действительных х; 2) р(х)^-0 для 
веет действительных х; 3) для больших х (>0) ^{х^О^Х/х^}

В дальнейшем нам будет удобно несколько изменить обозначения 
Обозначим .через иО^х} решение дифференциального уравнения

— —- о (х) и — — Ни dX2 7
с начальными условиями

И(х, о)=1, «;(х,о)=о.
Это решение можно также записать в виде

(Ю)

(И)

X

X) = COSkx4~Y sinMx — Z) U (X, z) р (z) t/z = 
о

GO GO
1 ( 'I

= cos Xz+ - 1 sin X (A- - z) u (X, z) p (z) dz----- SinX(x—z)«(X,z)?(zWz =J X ’
О x

— mx (X) cos Xx-G mi W sin Xx — - J sin X (a — z) и (X, z) p (z) dz,

где
oo

/п1 (л) = 1 — sin Кг и (к, г) р (г) dz, 
о 

00
1 Гт2(Т)— — I cos Tzu(X, z)p (z)dz.
a J 

о
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Положим

/ml (К) + т?, (X)

Мы укажем достаточные условия для того, чтобы непрерывная 
функция f (х) являлась пределом (по равномерной сходимости на всей 
действительной оси) конечных сумм вида

п 
s„(x)= 22 х)-

£=1

Пусть гщ^уИ) есть функция Римана для дифференциального 
уравнения (3) и начальных условий (4). Пусть f(x)~ четная функция 
и w1(x,y,f) = w1(x,y,f)-j-w1(x,y, — f). Тогда

I С -
s^f (х)= — [f {х - y)J4~ w1(x,y,t)f)t)df,

о
причем последний интеграл фактически берется в конечных пределах 

Лемма 2. При каждом фиксированном х

1 I । “lim — I dt I Wj (х, у, t) I dyТ J J 
о т

Г ос

О, lim I dy I j (X, у, t)\dt= 0. Г—> oo J
0 Г

Лемма 3. Для каждого л^О справедливо тождество
ОО

— [cos A (x+^)+C0S к 'мЛх, у, 0 COS А у dy — V^K, x)v(k, t).
о

Обе эти леммы будут доказаны в подробной работе.
Определение. Непрерывная четная функция/(х) называется 

почти периодической (в обобщенном смысле), если функция 
S xf (х) почти периодическа в смысле Н. Bohr‘a по переменной у 
равномерно по переменной х (—оо<х<оо).

Теорема. Если f (х) почти периодическая функция в смысле 
предыдущего определения, то для каждого е>0 существует 
конечная сумма

п

s„(x)= 2
k=A

Т

где 0<pW<l; lim р<">=1 (ф фиксировано)-, ak= lim (x)v(kk,x)dx П-^ сю со / 1 v 7

удовлетворяющая неравенству

sup |f(x)-s„(x)|<e.
— 00 <.r<00

Поступило
24 VI 1947
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