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Пусть
ря(г)=гл + + ... + а^.

Рассмотрим ряд
^спРп&- (1>

л=0

В случае, когда (z) = (z—а)”, ряд (1) сходится в круге \z — a\<R 
и расходится вне этого круга, если

Йт (2)
п ~> ОС К

Мы показали, что мера множества сходимости ряда (1) при усло­
вии (2) не превосходит nR2 (*).

Как следствие из этой теоремы мы получаем, что если ряд (1) при 
условии (2) сходится в круге радиуса R, то он почти всюду (в смы­
сле лебеговой меры) расходится вне этого круга. Тогда же акад. 
В. И. Смирнов поставил задачу изучения возможных множеств схо­
димости вне круга, если условия указанного следствия выполнены. 
Кроме того, было указано на возможные обобщения, если известна 
сходимость на множестве, отличном от круга. В настоящей заметке 
эта задача решается исчерпывающе. Мы сохраняем обозначения пре­
дыдущей заметки (2).

Лемма 1. Если последовательность полиномов cnpn(z) равно­
мерно сходится на ограниченном замкнутом множестве Е, то

Доказательство.

\ сптп (F)\ = max \ сnTn(z-, max \c„pn(z) | =0(1),

I cn 1 °— , Um Y I cn I < —„ 1 • — = ■
mn (F) lim |/ mn (F) " (Л)

Лемма 2. Если последовательность полиномов сnp„(z) сходит­
ся к нулю на множестве Е, то
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Доказательство. Пусть FcE — ограниченное замкнутое мно­
жество, т(г) ДтДЛ) — s/2. На множестве F последовательность поли- 
но лов сходится к нулю. В силу теоремы (2) из (2), найдется множе- 
ство г , — s/2, сходимость на котором будет равномерной.

Из леммы 1 следует:
-----п г--- 1 
lim / icJsg < д_

Т*Д) — е

Произвольность г доказывает лемму.
Следствие. Если последовательность полиномов c„p„(z) схо­

дится на множестве Е, то . v
-----п •— |

Доказательство. Последовательность полиномов -с,,р„(г) схо­
дится на множестве Е к нулю. В силу леммы 2 получаем:

___ п Г ■]-------- ----- -----
liml/

У п ^(Е)

Георема 1. Если последовательность полиномов cnpn(z) схо­
дится на Е, то можно указать множество F^ Е такое, что

------ п /1-------  1lim 1/ сп 1^-----

Д о к а за т е л ь с т в о. Пусть Мп — множество точек лемнискаты 
I спРп (г) |<п, Fn = MnMn+x.... E = .

Если z € Е, то спрп (г)= 0(1) и, следовательно, с некоторого номе­
ра z будет принадлежать 7Ил и, тем самым, zdF-, т. е. Ec.FQ.

। Пусть Е± множество сходимости последовательности полиномов 
^спРп(г)- Легко проверяется, что F^E^

В силу последнего следствия получаем:

Теорема 2. Каково бы ни было множество F„ можно ука­
зать последовательность полиномов c.pn(z\ сходящуюся на F и 
такую, что

----- п
lim |/ДД 1 

^(ЕУ

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть F~— • • • Не нарушая общ­
ности, считаем, что множества Рп ограничены и монотонно возрастают 
Пусть z^F^R. и

Если 7 „ (г; Fк) — полиномы Чебышева множества Fk, то
п .--------- -

lim у mn(Fk) = ^Fk)^R.

Пусть г1; е2,... — последовательность положительных чисел, стре­
мящихся к нулю. Выберем номера nk так, чтобы n^^nki и
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Последовательность полиномов

Tnk(z-Fky.^R

сходится к нулю на множестве Fa и

.. "к/"] j j 1

I HR + ^k R
Этим теорема доказана.
Теоремы 1 и 2 решают вопрос о множестве сходимости ряда (1) 

при условии (2). Именно, множество сходимости ряда (1) принадле­
жит множеству F„, и этот результат не может быть уточ­
нен, если о полиномах рп(г) нет дополнительных сведений.

Теорема 3. Если последовательность полиномов спрп (г) схо­
дится на множестве Е, ^{E)=R, и выполнено (2), то множество 
сходимости последовательности вне Е принадлежит ^-множеству.

Доказательство. Пусть Л, — множество, которое строится так 
же, как и в теореме 1. В силу этой теоремы т* (Fa) R. С другой сто­
роны, Fa^E^ В силу этого ^(Fa) > ^E)=R. Таким образом, ^(F^—R.

В силу теоремы 4 из (2) множество точек Fa, лежащих вне Е, 
есть a-множество. Так как Fa содержит все точки сходимости после­
довательности полиномов, то теорема доказана.

Теорема 4. Каково бы ни было множество Е, i(E) — R, и 
^-множество, можно указать последовательность полиномов, схо­
дящуюся во множестве Е и указанном ^-множестве, для которой 
выполнено условие (2).

Доказательство. Пусть а = ... Полагаем Fk =
—E-\-F(k и Fa —F1-\-F2-\- ... Так как т(Л^) = 0, то, в силу замеча­
ния из (2), т(/?1 + ... 4- F^)—т(Е) — R, и по теореме 3 из (2) 
r^Fa)=R.

В силу теоремы 2 можно указать последовательность полиномов, 
сходящуюся на Fa, для которой (2) выполнено. Мы имеем: Fa=E-\-a, 
и теорема доказана.

Все теоремы, очевидно, справедливы и для ряда (1), отрезок кото­
рого есть полином степени п (не выше) со старшим коэффициен­
том сп.

Следствие 1. Если ряд (1) при условии (2) сходится в круге 
радиуса R, то множество сходимости ряда вне круга принадле­
жит а-множеству, и этот результат не может быть улучшен.

Это следствие является усилением теоремы, ранее доказанной нами 
другим путем.

Емкость отрезка длиной 4R равна R, а потому
Следствие 2. Если ряд (1) при условии (2) сходится на 

отрезке длиной 4R, то множество сходимости ряда вне отрезка 
принадлежит ^-множеству.
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