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СССР

МАТЕМАТ   
Академик С. Н. БЕРНШТЕЙН

О СВОЙСТВАХ ОДНОРОДНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ КЛАССОВ

Определение. Назовем основным однородным функ
циональным телом QqiR) порядка q радиуса R совокуп
ность всех функций /(х) действительной переменной (—оо < х < оо), 
удовлетворяющих условию

Apfix)^RIp4 (1)
при любом р>0.

Совокупность функций, принадлежащих хоть одному однородному 
телу порядка <7 ^(Q, называется основным однородным классом 
Q порядка q.

Лемма 1. Условие fix) QCi^iR) эквивалентно Hfi±x/P)^^lQiR) 
при любом л>0.

Определение. Назовем специальным однородным те
лом непрерывности Saiplt . . . , Рк, «х, • ••>«*;  Al) порядка 
q радиуса М типа (plt ...,pk; , ай) совокупность всех
функций fix) (—оо<х<со) конечного роста (т. е. таких, что для 
достаточно больших п lim f ix) / хп=0), удовлетворяющих при. любом

*' = ± 00 

h условию *

Pi (f 0+a; ty—f W <M\h f. (2)

Совокупность функций, принадлежащих телу Sgipi, ■- . , РА 
«1;. . . , а&; M) хотя бы при одном А4<^оо, образует соответствую
щий специальный однородный класс непрерывности S„iplt. .. , рк;

..., aA) порядка q. Лемма 1 имеет место также в случае любых 
специальных однородных тел. В дальнейшем, для определенности, мы 
считаем совокупности чисел {ph aj нормированными требованиями; 

k k
1) ^A=1; 2) a1 = l <a2<. . .<aA. Сумму V \рД = Р назовем 

i = l z=l
весом рассматриваемого специального класса; назовем характери
стикой т0 специального класса (тела) S4iplt... , pk; aj,..., a*)  
данного типа наименьшее из целых чисел т>0, для которых

V р^^О. Легко проверить, что в случае существования производной
Х = 1

f^ ix) порядка т0 в точке х

* Можно показать, что если существует какой-нибудь промежуток (х0, x-J-8) 
данной длины 8, где sup \f(x) | < оо, то из (2) следует, что f (х) обладает тем же 
свойством в любом конечном промежутке и существует такое определенное число п 

.(зависящее лишь от типа Slt), что lim f (х) / хп ->0 (см. следствие 3).
Х = + 00

111



поэтому sup
~oo < x <00

(X) 
т„\

f^ + ajh) -/(x) 
hm°

означает, что f(x) принадлежит
всем специальным однородным классам порядка т0.

Теорема 1. Если f (х) принадлежит хоть одному специальному 
однородному классу Sq порядка q (f(X)/X”-^0 при п>пХ то она 
принадлежит также основному однородному классу Q порядка q.

Доказательство. Пусть G1(x)^-0 будет некоторой целой функ
цией первой степени, удовлетворяющей 

00 со

J j‘ G1(t)\t\4dt=Cq
— — 00

Предполагая, по условию, что f (х) удовлетворяет (2), положим

условиям:

(3)

k
V Pi G1 dz.
Д — \ ai /l — * a.-

(4)

Принимая во внимание, что a^l, gn(x) есть целая функция сте- 
иени не выше п. Таким образом, из (2) и (4), вследствие (3), заклю
чаем, что v 7

ос £J Ох (о 2 pi [/ 7} - f (*)] dt = I ёп И - f И I

£ j' (5)

Следствие 1. Если f(x) принадлежит хоть одному специаль
ному однородному классу Sq порядка q, то f (х) непрерывна и 
имеет непрерывную производную /(тЦх) любого порядка m<6q

Ьлагодаря (5) это вытекает из теоремы 12 (2), стр. 105 глава II) 
Напомню, что из доказательства упомянутой теоремы, воспроизводя
щего доказательство аналогичных теорем, данное мною еще в 1912 г 
О следует также, что если где ^>1, то
W П1).

Следствие 2- Целая функция gn(x), определенная формулой 
(4), принадлежит тому же специальному классу S что и fix}

Действительно, вследствие (2), ’’ J v
k
2 Pj (gn ) gn (-^) 
j = i
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Лемма 2. Если целая функция g(x) конечной степени ппинад- 
лежит некоторому специальному однородному классу Sin • а) порядка q с характеристикой т., то ее производная G^x)’по- 

всей оси и G(x)£Sq- (рр щ) при любом фрядка та ограничена на
(?<?'</Ио).

Из леммы 2 заключаем, 
ствие (5), вытекает

Следствие 3. Если

что lim |g (х)|/х- откуда, вслед-

с характеристикой т0, то-
lim I f (x) / xm« I

Теорема 2. Если порядок q однородности специального класса 
«,) больше его характеристики (q>m0\ то всякая функция 

этого класса есть многочлен степени ниже т0. Такой класс 
(Я > то) называем вырожденным.

Действительно, согласно теореме 1, Д„/(х)< Rjn9. Поэтому f (х) 
имеет непрерывную производную /«(х) порядка m0<q и согласно 
сделанному выше замечанию, 0 ' ‘ ’ dCHO

k
т< k

Vp, /Ц.+М>-/Мд0
hm>

при всяком х (вследствие (2)).
Теорема 3. Если f(x)f.Q (R) и q^m^, где т0 — характери

стика некоторого однородного'специального класса S9(Pi р- 
«1, ■ • • , Ч) порядка q, то при всяком произвольно малом n0’fn (х)~ 
=f ^—G^^x) принадлежит этому классу, где Gn (х) есть про
извольная целая функция степени п0, удовлетворяющая неравен
ству I/(х) — О„о (х) | </? / ng- В частности, когда q не целое число 
Тпа W принадлежит всем (не вырожденным) специальным классам 

{так как характеристика целое т0 число).
п *
Доказательство. Пусть m0=q-\-v (^>0) и пусть Р= У |^.|__  

вес рассматриваемого класса Обозначая через G„(x) функции сте
пени п, наименее уклоняющиеся от /(х), дикции сге

,I/W-G„(x)| ^R/n". (6)
При произвольно данном h можем выбрать л по условию пШ = ]. 

k
в таком случае У р. [f(x^h)-G^x^Jt)] PR~ , поэтому

k k
Pi [f^x-E^h) /(х)] — У р.[Оп(х-\-аф)— Gn (x)] 

/ = I i=i

(7) 

гюлагая ь>^ п0=п/Ь1' и, вообще, n.^nlb^i 
де — любые целые числа, представим Gn(x) в виде Gn(x)~i0 • 1

= G^W+2o^+IW ^=«z0)’ r*e ^l+lH = G„i + i-Gni{x),



причем \Нп (х) К-— ----- • В таком случае, полагая
/ + 1 nf ni+Т

1 * 1 *
N=— V р^.^" , если k=m0, или ^ =— У [pja™», когда k>mu, та\ 1 тй\i =2 i=l

имеем
*
У Рі [^П. , , {Х+Л1^ —^п t , , (%)]
*Я№< * “Г * L 1 ‘

< N I h |m° sup I H^, .
— 00 < X < oo

(•*)  I
<Ж|//Г“«7Х,Г X4—

L ni ni+y '+1

Поэтому
= AG?|A|’(ft’4-W+1~4

<W|AH^+n У -b= bl^
2 2 pt[H«t+1—Н'ч+і <*)]  

1 = 0 z =1

—1 1 *’

откуда, полагая Д, (*)  =/(x) — G„o (x), вследствие (7), находим, что

А, Г bm°^bv
2 Pi —fn. W] < N -^~T + 1 ] RI h I’ \ (8)

z = 1 L J

Следствие 4. Если f(x) g Q, и A0/U)<oo, mo f (x) — G0(x)= 
—fo(x)^^q, каков бы ни был специальный класс Sq порядка q<Zm0, 
обозначая через G$(x) функцию нулевой степени, наименее укло
няющуюся от f(x).

Ограничимся пока предположением, что функция /(х) ограничена. 
Тогда G0(x) = G0 будет постоянной, и из теорем 1 и 3 получаем

Следствие 5. Если функция f(x) ограничена (в частности, 
если она периодична),то утверждение f(x) g ^эквивалентноутвер
ждению f(x) £ Sq(ply . . . , pk\ а1; . . . , оф), какого бы типа ни был 
специальный однородный класс S порядка q с любой характери
стикой m^^q.

Послед?іее следствие в частном случае, соответствующем периоди
ческим функциям и типу Рі=(— іусф oc—i (т. e. ко
нечным разностям), было установлено Zygmund’oM (4). Таким образом, 
для ограниченных функций все специальные однородные классы S 
порядка q<^m эквивалентны. 5

Поступило
22 V 1947
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* Полагая в данном выше доказательстве и|Л|=с произвольным, можно не
сколько снизить оценку (8) наилучшим выбором с и b (в первом и втором слагае 
мых появляются, соответственно, множители cv и с Например, в случае 7—1 
яг0 = 2 наивыгоднейшее &=1-|_|/ 2 и, в частности, получим l/(x-j-2A) — 2/(х-фЛ)—’

W I С 4/? (1 -f- У (полагая с—^/Ь).


