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МАТЕМАТИКА
Д. Л. БЕРМАН

ОБ ОДНОМ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОМ ПРОЦЕССЕ ЭРМИТА
(Представлено академиком В. И. Смирновым 14 VII1947)

1°. Пусть задана треугольная матрица чисел

V(D

„(2) Д2)А1 А2

г(») „(л) „(л) „(л)А1 Л 2 Аз . . . Ад (1)

причем
а<х!л)<^л)<- (п=1,2, ...).

Нп(х^ = с^, H^x^dF,

Введем следующие о<бозначения:

(0 п (х) = (х — Х1Л)) (х — Х^) . . .(Х — Х^),

№ =------ t (2)
(х-хП<4«))

; (л) А*
(Л) = ^л)(х)[/1л)(х)]2, 

ldn)(x)^.

Существует единстве 
превосходит 2п—1, удоі

нный полином Нп(х), степень которого не 
злетворяющий условиям:

где 4Л) и d(k} (^= 1, 2, . . ., п) — любые 
Этот полином задается формулой

наперед заданные числа.

Нп (х)= 2 W + 2 W- (3)
*=1 А=1

Согласно L. Fejer’y, матрица (1) называется нормальной, если вы
полняются неравенства

^л)(л)>0 (* =1, 2, ..., п; п=1, 2, ...)
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в промежутке [а, Ь], и сильно нормальной или p-нормальной, если 
в промежутке [а, Ь\

4л)(-х)>р>0 (Л=1, 2, . . . , л; л=1, 2, . . .).

2°. Докажем следующую теорему.
Теорема. 1) Пусть матрица (1) нормальная-, 2) f (х) —непре

рывная функция в [а, Ь]-, 3) {Рп^}^—любая последовательность 
полиномов, ' сходящаяся равномерно к f (х) в [а, Ь], причем степень 
полинома Рп (%) не превосходит 2л—1.

Тогда интерполяционные полиномы Нп (л), построенные соглас
но условиям:

Нп {x^f{x^\ Н’п (х(̂ Р'п

сходятся равномерно к функции f(x) в промежутке [а, &].
Доказательство. Из формулы (2) видно, что для нормальной 

матрицы

№ (a^x^b-, #=1,2,..., л; л=1, 2, ...). (4)

Из формулы (3) следует, что

(5) 
k=\

Для всякого s>0 существует такое N, что

[f(x)-P„(x)|<e/2
при n^N.

Заметим, что по формуле (3)
/

Я п
Р, (л) = V Р,(хР) кР (х) + V й (хР) рр (х).

Si

^P^^xY
Si

Поэтому, учитывая (4) и (5), мы получаем, что для п^ N

\Рп(х)-Нп(х)\^ V [f^-P^x^h^x)^.
*=i 2

Следовательно, для этих п будет

Теорема доказана.
3°. G. GrQnwald (2) доказал такую теорему:
1) Пусть матрица (1) р-нормальная; 2) ?(%) —произвольная непре

рывная функция в [- 1, 1]; 3) числа 4"’удовлетворяют неравенствам

14я)|<лр- (^=1,2,...^; л=1, 2, . )
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™e, пРоизвольное число. Тогда интерполяционные полиномы 
''ппостроенные согласно условиям H'n(x(knh~
= dk , сходятся равномерно в [—1, 1] к функции f (х\

Интересно сравнить нашу теорему с теоремой G. Grflnwald’a 
Во-первых, в нашей теореме требуется лишь нормальность матрицы (1). 
Во-вторых, что более важно, у G. Grtinwald’a числа d^ny могут при
нимать значения лишь О в нашей теореме этого не требуется

Мы покажем на примере, что существуют такие сильно нормаль
ные матрицы, для которых числа d^ растут как п2~\

L. Fejer(L) указал следующую сильно нормальную матрицу: п-я 

строчка матрицы (1) состоит из корней полинома ы„(х)= ^Pn-i(t)dt, 

іде Рл-Дх)—полином Лежандра степени п—1.
Легко доказать, что <оп(х) = с„(1 _ ^) (х), где сп- некоторые

постоянные числа. Следовательно, х[пу =—1; ХлЛ) = 1.
Нетрудно убедиться, что Р„(1)=1, Я(1)= поэтому

Аналогично Дл>(х)=1 aSn — ^ q х).

Для остальных узлов ц!л)(х)=1 (6=2, 3, . . . , п~
Следовательно, в [— 1, 1] Дл)(х) Д 1 (^= 1, 2,. . . , 

Поэтому, матрица (1) сильно нормальная и р = 1. ’
Рассмотрим следующую непрерывную функцию:

f (х)=Р^х) _

где е>0. 
Пусть

ЗД = Рв(х)+ У

Очевидно, что степень полиномов Sn(x) равна п. и Sn(x)^f(x') 
равномерно в [—1, 1]. Последовательность {^„(хДХі может быть 
использована в нашей теореме.

Вычислим d^-.

s^+x^d^^ у ^±21= у + 
Й 2p+s
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